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在 过 去 的 10 年 中 , 通过 精确 构造 所 谓 的 Ramanujan 图 ， 数论 
在 网 络 通 讯 及 计算 复杂 性 方面 有 了 非常 重要 的 应 用 . Ramanujan 
图 是 一 些 其 非 平凡 特征 值 都 很 小 的 正则 图 (详细 说 明 参 见 本 书 的 第 
JL). 到 目前 为 止 , 所 有 已 知 的 Ramanujan 图 的 构造 都 源 于 数论 : 
一 种 想法 基于 模 形 式 的 Fourier 系数 的 估计 ， 即 由 Deligne 证 明 的 
Ramanujan-Petersson 猜想 ， 另 一 种 想法 则 依赖 于 一 些 特 征 和 的 估 
计 ， 这 些 估计 可 由 被 Weil 证 明 的 有 限 域 上 的 代数 曲线 的 Riemann 
猜想 导出 ， 这 两 种 思路 的 共同 背景 是 著名 的 Weil 猜想 ， 该 猜想 已 
在 1973 年 被 Deligne 所 证 明 . 这 即 是 我 们 这 本 书 的 出 发 点 ， 本 书 
的 目的 是 介绍 与 上 述 应 用 相关 的 数论 知识 ， 最 终 给 出 Ramanujan 
图 的 精确 构造 . 事实 上 , 我 们 希望 通过 以 这 样 一 个 简单 的 目标 作为 
本 书 取 材 和 论述 的 基础 ， 让 读者 能 够 接触 到 现代 数论 里 一 些 最 深 
奥 、 最 精美 的 部 分 . 

这 是 一 本 为 高 年 级 本 科 生 ， 研 究 生 和 对 数论 及 其 应 用 感 兴趣 
的 人 写 的 书 . 其 风格 是 半 正 式 的 . 作者 假定 读者 已 经 有 了 一 些 代数 
及 数论 的 基础 知识 . 在 此 基础 上 ， 作 者 尽 可 能 地 保持 本 书 的 自封 
VE. 我 们 的 主要 目的 是 介绍 相关 的 基本 概念 和 结果 ， 同 时 也 给 出 一 
些 难度 较 大 的 定理 的 证 明 提 要 ， 以 便 让 读者 能 比较 完整 地 了 解 所 
阐述 的 理论 体系 和 思想 方法 . 一 般 地 , 没有 给 出 证 明 的 论述 都 可 以 
假定 成 立 , 而 不 影响 论述 的 完整 性 . 有 兴趣 的 读者 可 以 从 每 章 后 的 
参考 文献 里 找到 所 有 省 略 的 材料 以 及 没有 讨论 的 相关 的 内 容 ， 贯 
穿 本 书 ， 我 们 准备 了 许多 习题 ， 以 便 让 读者 有 机 会 练习 ， 其 中 ， 有 
些 习 题 将 用 于 定理 的 证 明 . 

全 书 的 内 容 安排 如 下 ， 在 第 一 章 复习 了 有 限 域 的 基本 概念 之 
后 ， 第 二 章 将 讨论 关于 有 限 域 上 zeta 函数 的 Weil 猜想 ， 我 们 将 
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看 到 Weil 是 如 何 从 计算 一 个 多 项 式 方 程 在 有 限 域 的 扩张 上 的 解 的 
个 数 来 导出 他 的 这 一 著名 猜想 的 . 同时 , 我 们 将 介绍 证 明 这 一 猜想 
的 思想 方法 、 第 三 章 研 究 和 讨论 局 部 域 与 整体 域 . 在 本 书 中 ,我 们 
将 用 阿 代 尔 语言 来 描述 整体 域 . 第 四 和 第 五 章 是 关于 函数 域 的 ， 其 
中 ， 我 们 将 证 明 Riemann-Roch 定理 ， 并 介绍 结合 伊 代 尔 类 特征 标 
的 L- RRA zeta 函数 的 解析 性 质 ， 借 助 于 类 域 论 的 一 些 结果 ( 书 
中 我 们 将 给 出 简单 的 概述 ), 并 结合 第 五 章 和 第 二 章 中 讨论 的 万 函 
数 和 有 限 域 上 曲线 的 Riemann 猜想 ， 我 们 在 第 六 章 将 给 出 一 些 特 
征 和 的 估计 ， 这 些 估计 将 用 于 第 九 章 中 的 Ramanujan 图 的 构造 . 
第 七 章 讨 论 经 典 模 形式 ， 这 是 一 个 内 容 非 常 丰富 且 与 数学 的 许多 
分 支 都 有 深刻 联系 的 理论 ， 我们 将 概述 该 理论 的 发 展 ， 包 括 Hecke 
算 子 、 工 - 汲 数 、 模 形式 逆 定 理 ， 以 及 新 形式 理论 ， 我 们 还 将 讨论 
这 一 领域 中 的 主 猜想 及 其 推论 ， 其 中 有 些 推 论 在 数论 中 有 着 极其 
深远 的 影响 ， 例 如 椭圆 曲线 理论 中 的 Taniyama-Shimura 猜想 ， 最 
it Wiles 以 及 Taylor 和 Wiles 的 工作 证 明 它 关于 半 稳 定 的 椭圆 曲 
线 是 正确 的 ， 这 一 结果 结合 早先 Frey 和 Ribet 的 结果 即 可 肯定 著 
名 的 Fermat 大 定理 是 正确 的 ， 自 守 形 式 和 自 守 表示 将 在 第 八 章 讨 
ie, 在 这 一 章 中 ,我 们 先 用 阿 代 尔 语言 重新 刻画 模 形式 ， 由 此 自然 
导出 GL(2) 上 的 自 守 形式 和 自 守 表示 的 概念 . 接 下 来 论述 Jacquet- 
Langlands 关于 GL(2) 和 四 元 数 群 上 局 部 表示 和 整体 表示 的 理论 . 
特别 地 ， 我 们 将 描述 这 些 群 的 局 部 表示 是 如 何 被 其 结合 的 L- 因子 
和 e- 因 子 决定 的 , 由 此 得 到 这 些 群 的 局 部 表示 之 间 的 关系 . 最 后 ， 
我 们 将 在 第 九 章 看 到 数论 与 组 合 学 的 联系 . 一 方面 我 们 利用 前 面 
的 讨论 给 出 Ramanujan 图 的 精确 构造 ， 另 一 方面 ， 通过 研究 一 些 
由 四 元 数 群 产 生 的 图 的 测度 的 极限 ， 我 们 可 以 得 到 有 关 Hecke 算 
子 的 特征 值 分 布 的 一 些 结果 . 


这 本 书 源 于 作者 于 1992 至 1993 年 在 台湾 大 学 讲授 的 为 期 一 
年 的 研究 生 数论 课程 . 在 此 之 前 , 作者 曾 用 该 书 的 基本 素材 于 1999 
年 夏 在 四 川 大 学 由 国家 教委 举办 的 研究 生 数学 夏令 营 作 了 一 个 月 
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的 讲座 . 作者 非常 感谢 这 两 所 大 学 的 支持 和 协助 . 听众 的 热情 也 给 
予 作者 极 大 的 鼓励 ， 本 书 的 主要 部 分 是 作者 在 1992 至 1993 年 在 
台湾 大 学 访问 时 完成 的 . 我 特别 要 感谢 台湾 国家 科学 委员 会 和 美 
fs] National Security Agency fj BC Sc FR, DÀ ACE SENS EH (S 
打字 工作 . 本 书 最 后 是 在 1995 年 春 在 作者 访问 Berkeley 数学 科学 
研究 所 时 完成 的 . 在 此 我 也 要 向 该 所 所 给 予 的 热情 接待 和 支持 表 
aR FE RE AY RE EC. 

本 书 的 原稿 是 用 英文 写成 的 ， 中 文稿 是 由 中 国 科 技 大 学 李 云 
峰 先 生 翻 译 整 理 的 . 第 七 章 之 后 的 附录 是 他 写 的 ,有些 习题 也 是 他 
加 的 . 对 李 先 生 的 热心 协助 及 细心 编排 、 翻 译 和 校对 ， 作者 在 此 表 
RARE. 要 是 没有 他 的 积极 推动 , 本 书 极 可 能 无 法 与 读者 见 
面 . 另外 ， 我 还 要 感谢 丁 石 孙 先 生 的 建议 ， 将 本 书 译 成 中 文 ， 由 北 
大 出 版 社 出 版 . 作者 衷心 地 希望 国内 喜爱 数论 的 人 士 或 能 从 该 书 
PRE ICS RBS HR. 
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第 一 章 有 IR th 


§1 有 限 域 的 结构 


顾名思义 ， 有 限 域 就 是 只 有 有 限 个 元 素 的 域 ， 最 简单 的 例子 
是 素 域 F = Z/DZ, 其 中 p ARM. 
KF 是 一 个 域 ， 映 射 
viZ—F 


neon l1-1l4l4cccl(niX) 


的 像 是 整 环 ， 从 而 同 构 于 Z s Z/pZ, KP p 为 素数 ， 对 于 前 者 ， 

Wk F OX 特征 

rm 0 f; 对 于 后 者 ， 称 为 特征 p 域 . F 的 特征 记 作 char(F). 如 

A char(F) = p z 0, RA p 也 是 满足 mL1= 0 的 最 小 自然 数 n. 
习题 1 设 忆 是 一 特征 p 域 ， 则 对 任意 自然 数 4 有 


d 
(r +y) =a? +y, Ly € F. 


有 限 域 的 特征 明显 是 不 为 0 的 ;但 反 过 来 ， 特 征 不 为 0 的 域 
并 不 一 定 是 有 限 域 ,请 有 兴趣 的 读者 构造 特征 0 的 无 限 域 . 

设 太 是 一 有 限 域 ， char(k) = p, WERS Z/pZ 作为 它 的 
一 个 子 域 ， 进 而 是 Z/pZ 上 的 一 个 有 限 维 向 量 空间 ， 因 此 它 的 势 
k| 2 q— p' Æ p RE, 其 中 指数 a 是 向 量 空间 在 Z/pZ 上 的 维 
数 ， 这 也 导出 上 的 加 法 群 是 d 个 的 p 阶 循环 群 的 直 和 . 

PIAS BRIAR k = k\ (0), 它 的 阶 是 g - 1. 于 是 大 中 任何 
非 0 元 素 均 满足 


at! =], 
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进而 kx 中 元 素 的 阶 整除 g 一 1. x1 q— 1 的 每 个 正 因 子 nr, 设 
Q(r) = (re k”: xz 的 阶 是 7}. 


则 随 着 7 跑 遍 4 一 1 的 所 有 正 因子 ，kx 是 这 些 Q(7) 的 非 交 并 . 我 
们 希望 证 明 Q(g — 1) 是 非 空 的 ， 即 
定理 1 kX 是 g 一 1 HMR. 
为 证 此 定理 ， 我 们 先 证 一 个 如 下 的 一 般 的 事实 . 
引 理 1 域 忆 上 的 一 个 n 次 多 项 式 在 FP PE Sd NATH 
的 根 . 
证 E f(x) € Ffr], a X flr) Æ F PAR, 则 fla) =o. 
于 是 
f(x) = f(z) — f(a) = (x - a)g(), 
这 里 g(z) 为 上 一 1 次 多 项 式 . HER f(x) 在 下 中 的 一 个 不 
同 于 a 的 根 ， 则 可 由 
0 = f(8) = (8 ~ o)g(8) 
Flo 78 导出 g(8) = 0. 利用 归纳 法 ，n = 1 时 引 理 显然 成 立 . 假 
设 n 一 1 时 引 理 成 立 W g(z) 在 玉 中 至 多 有 n -1 个 不 同 的 根 . 
于 是 f(x) 在 已 中 至 多 有 ”个 不 同 的 根 . 由 此 引 理 得 证 . 
由 引 理 1 可 知 , 车 O(r) 是非 空 的 ， 设 它 包 含有 元 素 y, Wy ^k 
成 一 个 > 阶 循环 子 群 (y), 它 由 所 有 z^ = 1 在 大 中 的 解 组 成 . Ar) 
为 循环 群 (y) 的 生成 元 集 ， 即 
Q(r) 2(y':i«i« r,gcd(i,r) = 1}. 


这 就 证 明了 O(r) 的 势 或 者 为 0 RAH G(r). 这 里 O(n) 是 Euler ó 
函数 ， 它 表示 在 1 到 之 间 与 n 互 素 的 整数 的 个 数 ， 从 而 
IE") =a-1= M R V. ar). 
r|g-1 r|q—-1 


在 初等 数论 中 有 如 下 一 个 结论 . 
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引 理 2 ata m, J G(r) — mm. 


rjm 
我 们 立刻 由 此 引 理 及 其 上 面 的 不 等 式 得 出 ， 对 任意 的 rlg 一 1 
BHE Or) = dtr). 特别 地 ，|Q(g — D| = 0(g 一 1) > 1. 由 此 ， 定 
H 1 得 证 . 
为 证 引 理 2, 我 们 将 (1,2, m) 分 拆 成 下 面 类 型 集合 的 不 交 
并 


Y(r)- {1 <i<m:gcd(i,m)= mh, 
r 


这 里 了 跑 饥 六 的 所 有 正 因子 . X ie Y(r) wi = 条 则 1<7<r 
H gcd(j,7) = 1. 因此 |Y (r) = ó(v), 由 此 就 可 导出 引 理 2. 

上 述 讨论 有 下 面 一 些 推 论 . 

推论 1 在 2Z/pZ -AEE k V OBL EL P, XA k 由 方程 
2 一 人 三 0 的 解 组 成 . 

推论 2 Ahk PAE 6, 1E k — (Z/pZ)(E), FP k AA 
Z/pZ 的 一 个 单 扩 张 . 

推论 3 对 4g 一 1 的 每 个 正 因子 7, 在 kx 中 恰好 存在 (n) 个 
元 素 ， 其 阶 为 7. 

推论 4 给 出 一 个 正 整 数 n, A Z/pZ 的 一 个 代数 用 包 中 ， 唯 
一 存在 一 个 Z/pZ € n XA RK, 

证 推论 1 表明 如 果 存 在 一 个 Z/pZ 在 其 代数 闭 包 中 的 n 
次 扩张 ， 那 么 该 扩张 恰 由 zr”= z 的 根 所 组 成 ， 另 一 方面 ， 容 易 验 
证 : 车 a, p Aa" = 2 HR, Wa-f Map (8 £0) 也 是 zz" = 2 
的 解 ， 故 zz = 2 的 解构 成 一 个 域 . 因此 推论 得 证 . 

推论 5 任 给 自然 数 n, 存在 Z/pZ 上 的 也 次 不 可 约 多 项 式 . 

证 设 k 为 Z/pZ 上 的 n 次 扩张 ,由 推论 2 知 ， 存 在 < 使 得 
k = (Z/pZ)(£). V f(z) 为 《在 Z/pZ 上 的 不 可 约 多 项 式 ， 则 由 


k = (Z/pZY(&) = (Z/pZ)[6) = (Z/pZ)[x]/Cf (x)) 
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可 得 deg f = [k : Z/pZ} =n. 


§2 ”有限 域 的 扩张 


在 本 节 中 ,， 设 是 一 个 有 gq 个 元 素 的 有 限 域 ，k, 为 上 的 nn 次 
RP. k 的 任意 包含 的 子 域 必 为 k 的 有 限 扩 张 ， 车 其 扩张 次 
数 为 m, Wm 可 整除 n. 反 过 来 ， 由 推论 1 可 知 ， 对 n 的 任意 正 因 
Fm, Æ k, 的 一 个 代数 闭 包 中 ， 上 大 的 mm 次 扩张 均 为 ,的 子 域 . 

习题 2 上 述 论述 中 用 到 了 这 样 一 个 事实 ，“ 设 下 为 一 个 有 限 域 ， 
它 有 一 个 势 为 q 的 子 域 K, 则 F 的 势 为 g", 其 中 nn 是 下 在 KK 上 的 扩张 
KH [F: K].” 试 证 明 此 结论 成 立 . 

对 域 天 的 一 个 扩张 E, A Gal(E/F) 表示 已 的 所 有 使 F 不 变 
的 自 同 构 集合 , 它 构成 一 个 群 (请 读者 自己 验证 ). 注意 到 Gal(E/F) 
PUR TRA E L8 FF 线性 变换 ， 进一步， 我 们 有 如 下 结果 . 

538 3 Gal((E/F) T4 B Ef E 线性 无 关 的 ， 

证 假设 引 理 不 真 , 则 可 列 出 一 长 度 最 短 的 非 平 凡 的 线性 关系 

017, 十 … 十 arTr 三 0 
(a; € E*,7, €Ga(E/F), i=1,---,r). (2.1) 
必然 有 r > 2, Hr 都 是 互 不 相同 的 . Bn X n, 所 以 存在 元 
X y € E, 使 得 ni(y) Anly) 由 (2.1) 式 得 出 另 一 关系 ， 对 任意 的 
ZE 五, 有 


0= $ ain(yz) = Y aim(y)n(2), 
i=1 i=l 


从 而 È ai(y)r, = 0. 这 就 导出 第 三 个 非 平凡 的 线性 关系 ， 


0= 》 anly- (y) Daim = Y (y) - n()n, 
i=] i=2 


i=l i= 


其 长 度 比 前 述 关系 (2.1) 3848, 5X45 (2.1) 式 的 选取 相 了 矛盾 . 


第 一 章 有限 域 SS 


引 理 4 ik E ARF 8p nk 4E, MA Gal(E/F) 中 至 多 有 
n 个 不 同 的 自 同 构 . 

证 ”假设 引 理 不 真 ， 则 Gal(E/F) 中 存在 m 个 不 同 的 自 同 构 
Tic Tu Hoon. XA (oo 为 五 在 玉 上 的 一 组 基 . H 
Com >n, MAYA BA 

n(&) mo s Tm (U1) Ti 0 
a" T2(Un) …: “| " 上 
E E PAAR AAR. BE (al,az，…:am) 为 它 的 一 组 非 平 凡 解 ， 于 
是 对 任意 的 了 = 12, n 有 


Y a;Ti(v;) = 0. 
i=] 


因此 ， 对 所 有 的 ze E, p 


m 


D a;7; (2) = 0. 


从 而 


m 


, QTi = 0 
i=l 


换 句 话说 ， T, 72,… ,Tm 在 已 上 线性 相关 ， 这 与 引 理 3 矛盾 . 
的 映射 c. 注意 到 ， 对 任意 的 z,y E kn 有 

a(z +y) = T+) =x +y! = a(x) + oy), 

g(ry) = (zy)? = rly? = o(z)o(y). 

Mo Ak, HARA. 进一步 , 对 中 元 m, 若 满足 (m) = 29 = 1， 
Wro 再 结合 z9 = 1 就 导出 z = 1 于 是 o 是 单 射 ， 又 由 
于 如 是 有 限 域 ， 我 们 就 证 明了 oX k, 上 的 自 同 构 . 注意 到 ， 对 
k 中 任意 元 z， 


o(z) — z* — z, 
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这 表明 o € Gal(k,/k). 我 们 称 o 为 Frobenius 自 同 构 . HBr A o 
的 阶 ， 则 


r=0"(7)= 7, ZE 天， 


XA kx 是 gq* — d» NP, Er =n. 因此 Gal(k,/k) BAT n 
阶 循环 群 (o). 再 结合 引 理 4 即 知 ， Gal(k,/k) = (e). 此 时 


|Gal(kn/k)| = |(o)| = n = [kn : K]. 


BY Gal(k, /k) 的 阶 已 达到 极 大 . 在 此 情况 下 , BRK, 为 上 上 的 Galois 
扩张 . 

总 结 上 面 的 讨论 我 们 得 : 

定理 2 3A kn X k b Galois 扩张 ， 其 Galois # Gal(k, /k) 
是 由 Frobenius 自 同 构 ac 生成 的 n 阶 循环 群 . 

我 们 注意 到 : ky, 中 的 元 素 zx 位 于 上 中 的 充 要 条 件 是 它 满足 
z =r. 换 句 话说 ， 它 在 Frobenius 自 同 构 作用 下 不 变 ， 亦 即 它 在 
Galois # Gal(k,/k) KAFERE. 利用 Galois 群 Gal(k,/k), 我 们 
可 定义 两 个 重要 的 上 映射， 分 别称 为 关于 扩张 ,Jk 的 迹 和 范 , 记 作 
Tr, jk FANG, se 其 定义 如 下 : 


Tre, /k : kn —3À k, 


tr X T(x) = 2 o(a) 


r€Gal(k, /k) 


NA Jk | kn — k, 


Ir If T(z) = IIeo. 
r€Gal(k, /k) i=l 

容易 验证 ， 迹 和 范 映射 的 像 均 在 上 中 ， 而 且 可 以 很 明显 地 看 出 ， 

Try, je 是 加 法 群 kn 到 加 法 群 f Ii] ds, N4,/k 是 乘法 群 kx 到 乘 

法 群 kx 的 同 态 ， 下面 我 们 来 研究 它们 的 像 ， 


ZE ARA TO 


定理 3 (Hilbert 定理 90) dk fk; 到 乘法 群 Kx 的 范 映 
射 NA fk 是 一 个 满 射 ， 且 它 的 核 是 [x/c(x):r€ kx}. 
证 ”由 于 对 任意 的 ZE kn, 


Nic, le getos heana 


i=l 
于 是 对 所 有 的 了 6E ky, E 位 于 范 上 映射 Naw 的 核 中 ， 进 一 步 ， 


等 式 
E y 


a(z) ety) 
HHN ry l € k* 时 成 立 ， 因 此 (r/o(r): x € kx} 构成 了 k; 
ij T 阶 子 群 ， 故 它 等 于 蓝 个 范 喘 射 的 核 的 充 要 条 件 是 
范 映 射 Ne, js 是 满 射 ， 为 证 明 这 一 点 ， 注 意 到 对 任意 的 ve 人 


n 
n=l 
Na jr) = [r 一 了 
il 


= EM n=l no. f — 
= pitt te = gi D/A 


于 是 成 的 任意 生成 元 x 的 范 Nea 的 阶 是 q— 1. BIOS k^ ff 
生成 元 ， 从 而 范 映 射 Nj, yk 是 满 射 . 

定理 4(Hilbert 定理 90) MM kn 到 加 法 群 上 的 迹 映射 
Tre 人 是 一 个 满 射 ， 且 其 核 为 位 一 a(z) :ER 

证 由 于 Galk,/k) 中 元 素 是 大 线性 映射 ， 故 迹 映射 Try, yx 
的 像 Try, (kn) 是 天 上 的 向 量 空间 ， 因 此 Tre j (kn) 或 者 为 或 
者 为 0. FF Tra, (kn) = 0, 则 Lu = 0, 这 是 Gal(k, /k) 中 元 素 的 


一 个 非 平凡 线性 关系 ， 由 引 理 3 知 这 是 不 可 能 的 ， 于 是 Tr, 是 
WN, MHRA gto! 明显 地 


Tren di = Try, jk (o), 
因而 核 包含 有 {x -olr): x E€ ka}. 此 外 ， y—-—o(y}=r-o(r) i 
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立 的 充 要 条 件 为 z -y Ek, 于 是 集合 {z - c(z) : z € ky} 的 势 是 
q'/q - q^, WERTE. 

注 关于 范 和 迹 映射 的 Hilbert 定理 90 通常 是 用 Galois 群 的 
一 阶 上 同调 来 证 明 的 (参见 参考 文献 [11]). 在 基 域 有 限时 ， 我 们 可 
采用 上 述 方法 直接 算出 . 

习题 3 kk EDAM, kmu 和 ks 分 别 为 上 的 mn KA m 次 
有 限 扩张 ， 证 明 


Tri, 7k = Tre yk © Tre, /kyn ， 
Nima /k = Ni o Nis a 
给 定 ky 中 一 元 素 z, 它 定 义 了 kn 上 的 一 个 大 线性 变换 
L: :Tm zr, 


W L: 的 迹 Tr L. 和 行列 式 detL, 分 别 定义 为 表示 线性 变换 L. 的 
nxn 矩阵 的 迹 和 行列 式 ， 事 实 上 ， 它 们 由 z 的 迹 Try, jk (z) 和 范 
N,, jkl) 给 出 ， 精 确 地 讲 ， 我 们 有 

定理 5 ze ky, A 

(1) TrL, = Tr, e(z), det L, = N,, ji (z). 

(2) Rik k(z) = kn, RH f(z) =° +a! a, 为 z 在 
k 上 的 不 可 约 多 项 式 ， 那 么 


a, = — Tr,, jk (2) 和 an = (-1)^N,, jk (). 


证 我 们 将 在 k(z) = kn 的 假设 下 来 证 定理 ， 而 对 kl) X kn 
的 一 个 真子 域 时 ， (1) 的 证 明 留 给 读者 作为 练习 . 

ES r € Gal(kn/k), HO = r(f(z)) = Fr(z) 知 T(z) IRA 
f(z) 的 根 ， 此 外 ， 若 7 和 7 是 Gal(kn/k) 中 不 同 的 元 素 ， 则 7(z) 
与 了 (z) 不 同 (否则 k, = k(z) 就 不 成 立 了 ) 这 表明 z 在 Galois 群 
Gal(kn/k) 下 有 个 不 同 的 像 ， 且 均 为 f(z) 的 根 ， 从 而 


~a = f(z) 的 根 之 和 = Tr, 4 (z), 
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(-1)*a, = f(z) 的 根 之 积 = Ne, (2). 
这 就 证 明了 (2) 对 于 (1), RCA, L: 满足 f(x) = 0, BB SCL.) 
Bh x, 中 的 所 有 元 素 为 0. 由 于 f(z) Ek ERIA, 且 [kn : k] =n, 
所 以 f(x) 为 上 : 的 特征 多 项 式 . 对 应 工 : 的 一 个 表示 矩阵 可 以 取 和 作 


0 0 0 0 一 Gy 
1 0 0 ttt 0 —Gn-1 
0 1 0 e 0 一 Cn 一 2 
00 0 0 -a 
00 0... 1 -a 


于 是 迹 为 -a1, 行列 式 为 (-1)"an. 这 就 证 明了 (1). 
习题 4 Heek, 假设 k(z) — km 为 kn 的 一 个 真子 域 ， 证明 


Tr L: = Trg, /rk(z) = Tr, ji (2) 
det Ls = Ng, yel) = (Nen jk (2) ^^. 
习题 5 (1) (正规 基 定 理 ) W k 中 存在 -元素 z, 使 得 
{r(z): TE Gal(kn/k)} 


ik, 在 大 上 的 一 组 基 . 
提示 : 考虑 Frobenius 自 同 构 o 的 最 小 多 项 式 . 
(2) 对 (1) 中 的 z, 有 Tre, sklz) # 0. 
提示 : 证明 Tre, a (kn) = kT re, yx (z). 
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集合 G 称 为 是 拓扑 群 , 如 果 G BERE — 1 EE ( 群 运算 记 作 乘 法 )， 
也 是 一 个 拓扑 空间 ， 并 县 “了 映射 (a,b) — ab^ 是 由 GxG 至 G 
的 一 个 连续 映射 *” 读 者 可 验证 这 个 条 件 与 条 件 “ G 中 乘法 运算 
(a.b) — 由 及 求 道 运算 a a! 都 是 连续 的 ”是 等 价 的 . 
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我 们 通常 见 到 的 实数 域 R 和 复数 域 C 相对 于 加 法 和 通常 的 
距离 拓扑 都 是 拓扑 群 ， 复 平面 上 单位 图 S = {zeC:lzl=1} 相 
对 于 乘法 和 CX 的 子 空间 拓扑 也 是 拓扑 群 ， 并 且 它 是 一 个 紧 交 换 
üt. 

在 赋 以 离散 拓扑 后 ， 任 意 抽象 群 都 是 一 个 拓扑 群 . 

设 G Al H BRIM, EB OG HERES, X 
是 连续 映射 ， 则 称 o 为 连续 同 态 . 

拓扑 群 的 概念 是 将 群 概念 和 拓扑 空间 的 概念 放 在 一 起 而 自然 
产生 的 ， 于 是 很 多 群 和 拓扑 空间 上 的 概念 与 基本 关系 都 可 转移 到 
拓扑 群 上 来 讨论 .这 方面 完整 的 论述 可 参见 经 典 著 作 Ul. 

在 这 一 节 中 ， 我 们 着 重 对 拓扑 群 的 特征 标 进行 讨论 . 

拓扑 群 G 的 特征 标 是 由 G 到 复 平面 上 单位 圆 S! 的 连续 同 
S 如果 G 是 一 个 有 限 群 ， 则 它 被 赋 以 离散 拓扑 ， 这 使 得 它 的 特 
征 标 简化 为 由 G 到 S' 的 同 态 . 由 于 S! 是 交换 的 ， 所 以 群 G 的 任 
意 一 个 特征 标 在 G 的 换 位 子 群 [G,G] 上 取 值 为 1, 因此 ， 它 可 看 成 
是 商 群 G/[G,G] = G^ 的 一 个 特征 标 . MERE G 映 为 1 的 特征 标 称 
AG 的 平凡 特征 标 . 

例 1 将 整数 环 Z 视 为 一 个 加 法 群 。 51 上 的 任意 元 素 & 定 
又 出 Z 上 的 一 个 特征 标 ve, 它 将 整数 n BRAS cn. 

例 2 WN 是 一 个 正 整数 ， 环 Z/NZ 中 与 N 互 素 的 元 素 ， 
也 称 为 环 Z/NZ 的 单位 ， 构 成 一 个 有 限 乘法 群 (Z/NZ)*. Wn 
x: 2 5C 满足 

(1) x(n +N) 2 x(n), ne Z; 

(2) x(nk) = x(n)x(k), n,k €Z; 

(3) x(n) AO 的 充 要 条 件 是 gcd(n, N) = 1. 

JU x 诱导 出 环 Z/NZ 的 单位 群 (Z/NZ)* 的 一 个 特征 标 (也 称 为 
2Z 的 模 N 的 特征 标 ), 这 个 函数 我 们 称 做 模 N 的 Dirichlet 特征 
BR. 反 过 来 ， 任 何 一 个 群 (Z/NZ)x 的 特征 标 均 可 扩张 为 了 Ef 
数 ， 使 之 成 为 一 个 模 N 的 Dirichlet 特征 标 . 今后 我 们 将 混用 这 两 
个 概念 . 
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设 x1, xo 是 拓扑 群 G 的 两 个 特征 标 ， 定 义 其 积 x1x2 A: 
xixz(a) = xı (@)x2(a), aeG. 
易 证 xir 也 是 G 的 一 个 特征 标 .， 并 且 在 此 运算 下 ， G 上 特征 标 
全 体 构 成 了 一 个 交换 群 @G, KZA G 的 对偶 群 ， 其 中 单位 圆 是 半 
凡 特 征 标 ， 特 征 标 x IODE EER X: a> yla). 
例 3 求 有 限 循环 群 G 的 对 偶 群 G 
设 G 是 一 个 到 阶 循环 群 ，9 是 它 的 生成 元 . 取 (为 一 个 次 
本 原单 位 根 (例如 可 取 = e?7/), HBR gi 25 C 的 从 G 到 3 的 
同 态 EG 的 一 个 n 阶 特征 标 ， 于 是 G 包含 了 一 个 nn 阶 循环 群 
QD. 另 一 方面 ，G 的 特征 标 x 由 它 在 9 处 的 值 x(9) 唯一 确定 . 
注意 到 x(g) 是 次 单位 根 ， 故 存在 整数 , 使 得 x(g) = CF. 由 此 
可 推出 ，X = 0%. 于 是 G =m) 也 是 一 个 n 阶 循环 群 ， 我 们 看 到 合 
与 G 同 构 . 
习题 6 RUE Zas, RR. 
命题 1 设 G 是 一 个 有 限 交 换 群 ， 则 G 同 构 于 对 偶 群 â. 
证 由 有 限 交换 群 的 基本 定理 ， 我 们 可 分 解 G 为 循环 群 的 乘 
积 G = Gi xx Gr. 对 每 个 G 的 特征 标 x x; 为 它 在 G， 上 的 
限制 ， 则 x Æ xxe 的 积 (x1,…, x;). 进而 可 证 
G=G x. xG, 
由 上 面 例子 知道 ， Gi 与 G; fj, & G 5 GE. 
注 上 述 同 构 G6 不 是 典范 的 (canonical), 因为 它 依 赖 于 
群 分 解 ， 而 对 每 个 循环 群 ， 间 构 依赖 于 生成 元 的 选择 ， 然 而 6G 的 
HRE, WEG, 则 自然 同 构 于 G, 这 可 由 
E:GxG— S!, 
(9.x) — x(g) 
的 非 退 化 性 得 出 , 此 处 应 注意 到 ， 当 固 定 一 个 变量 时 ，& 关于 另 一 
个 变量 是 同 态 . 
习题 7 (1) 证 明 上 述 & 是 非 退 化 的 ， 即 
(a) 3i g 不 是 G 中 单位 元 ， 则 存在 G 的 特征 标 x, EE xlo) LL 
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(b) 车 x 为 G 的 非 平凡 特征 标 ， 则 存在 G 中 元 9, 使 得 x(9) # 1( 此 
为 非 平凡 特征 标 之 定义 ). _ 

(2) di e 的 非 退 化 性 ， 证 明 G 与 G 是 自然 同 构 的 . 

习题 8 对 拓扑 群 G TER, 我 们 定义 HEME H+ 为 


证 明 当 G 是 交换 群 时 ， HO 典范 同 构 于 G/H. 

习题 9 设 HH 为 有 限 交 换 群 G 的 -- 个 子 群 ，? A H 的 特征 标 ， 证 
明 v 可 扩张 成 为 群 G 的 一 个 特征 标 . 

定理 6(Pontrijagin 对 偶 ) 设 G 是 一 个 交换 拓扑 群 ， 映 射 
H — Ht 建立 了 一 个 从 G HT Xe G 的 亲子 群集 间 的 双 
射 ， 进 一步， Ho BAT 万 . 

我 们 仅 在 G 为 有 限 交 换 群 时 验证 此 定理 ， 此 时 拓扑 将 不 起 作 
用 . 由 有 限 交 换 群 的 基本 定理 ， 我 们 只 需 就 G 是 循环 群 的 情况 加 
以 验证 ， 此 时 G 的 子 群集 与 G 的 阶 |G| 的 因子 集 之 间 有 一 个 一 一 
对 应 。 H — |H). 注意 到 G 亦 为 |G| MARE, ifi H^ 的 阶 是 
IGIIHI, 于 是 映射 H — H^ 显然 为 一 双 射 . 在 典范 同 构 G — G 
下 ， 我 们 可 将 At! 等 同 于 群 G HTH 

万 ={9eG: 对 每 一 个 Xe Ht, WH x(g) = 1). 

由 于 所 有 的 Xe H+ EH EEN, RASH. 另 一 方面 ， 由 
|H| = |GI/|H+| 及 |H+| = |G|/|H| 导出 |H| = |H]. FÆ A =H, 
Bl H^ = HAAR. 

Pontrijagin 对 偶 定理 的 完整 论述 可 见 其 著作 7) 

在 有 限 群 G 上 的 复 什 要 人 CG] 上 定义 内 积 (,) 如 下 ， 

DELE J X fein 

习题 10 证 明 C[G] 关于 此 内 积 构成 -- Hilbert 空间 . 

命题 2 设 G 是 一 有 限 交换 群 , 则 G 的 特征 标 构成 空间 CIG] 
的 一 组 标准 正 交 基 ， 
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为 此 我 们 先 证 明 关于 特征 标的 两 个 等 式 ， 

引 理 5 设 G RR IE AREE, geG.x c. Nj 
0, $y 为 非 平凡 特征 标 ， 

0 3, xt = 人 IG. x 为 平凡 特征 标 . 


r€G 
0, 若 g 不 是 G 的 单位 元 ， 
(2) Do lg) = | [Gl|， 著 9g 是 G 的 单位 元 . 


eG 
证 DAY 为 平凡 的 ， 则 结论 显然 . Wy 为 非 平 凡 特 征 
标 ， 则 存在 ye G, 使 得 x(y) Z 1. 再 由 


>》 xt) = 3 xv) = xv) Y xt»), 


reG TEG EG 


》 xia) =0. 


TEG 


(2) 可 由 同 构 GG 及 (1) 导出 
现在 来 证 命题 2. W xi. xo € G, 由 引 理 5 知 


2d. nad -iy 
Ce) 7 gr Laat) = e Lwen) 


即 得 


B | 0, Axx, 

7 Lo 车 x = x2. 
这 表明 G 的 特征 标 构成 一 标准 正 交集 ， 因 而 是 线性 独立 的 ， 另 一 
方面 ，|G| = |G| = dimcC(G], 于 是 这 些 特征 标 构 成 了 一 组 标准 正 
ARE. 


84 ”有限 域 上 的 特征 标 及 Gauss 和 


在 本 节 中 ， 设 上 是 一 个 有 9 = pr 个 元 素 的 有 限 域 ， 其 中 p 为 
RX AM 中 讨论 可 以 看 出 ， 加 法 群 上 是 d 个 p 阶 循环 群 的 让 
Al, Aut k 的 加 法 特征 标 群 和 有 同样 结构 
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例 4 对 于 素 域 再 = Z/pZ, Bt r 为 V(x) = e?» 的 映射 
Y: Fy — S! 是 它 的 一 个 加 法 特征 标 ， 且 F= (wv). 

我 们 已 知 迹 映 射 Tree, : k — Fp = Z/pZ 是 加 法 群 同 态 ， 于 
是 对 每 个 ge F, 有 do Tr, c k. 又 由 于 迹 映 射 是 满 射 ， 于 是 每 
个 Fy 的 非 平 凡 特 征 标 通 过 结合 迹 映射 而 成 为 k 的 一 个 非 平凡 加 
法 特征 标 . 

命题 3 设 风 是 有 限 域 的 一 个 非 平凡 加 法 特征 标 对 a € k, 
定义 yt ik — S! * wp (ec) = v(ar) M wt 是 上 的 一 个 加 
法 特征 标 ， 并 且 ara ^ 给 出 一 个 从 大 BE ALY. H3, 
k= (v? :a€k]. 

证 以 Ly ER k ERa 的 线性 变换 


rr L,(z) = az, 


Wye = oL, Ha=0, Mj La =0, & v^ Wk LENGE: 3E 
a #0, WI Lo EWER k KAAR, FR ye HEE AU 
法 特征 标 . 对 a,b € k, A pet) = pty’, 因此 ar v^ 是 由 大 到 下 
的 单 同 态 ， 又 因 JA = ikl, 故 这 个 同 态 也 是 满 的 . 

例 5 A P ERRER bo Tyr. 则 由 命题 3 知 


k= (V^ :ac k). 


习题 11 AV 是 域 & 上 的 有 限 维 向 量 空 间 ，w1,.… v 为 它 的 一 组 
Ax. 定义 由 站 x V 至 上 的 双 线 性 形式 ( ，) 为 


n 


(z,y) = 》 uy. 


i=l 


此 处 x = riv + Enon, Y= yu toc yarn, By € k $y 
Ak (SABE RE ERR. XE v CV, X V 上 之 特征 标 V" 为 
Y” (z) = V((vz)). 证 明 Y= (y :vev). 

乘法 群 kx 的 乘法 特征 标 群 kx 是 一 个 q 一 1 阶 循环 群 ， 群 kx 
的 任意 特征 标 x 可 如 下 扩充 为 空间 C[k] 中 的 元 : 
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0, d x 是 非 平凡 的 ， 
X(0) = 
1， 若 X 是 平凡 的 ， 
由 命题 2 知 ， 它 可 写成 上 上 加 法 特征 标的 线性 组 合 ， 其 系数 称 为 
正规 化 Gauss 和 . 精确 地 说 ， 对 非 平凡 乘法 特征 标 x, 我 们 有 
1 — — 1 D E 
r= Vid =o dy = le g(x. v)v. (4.1) 
eek wer wek 
其 中 SY 表示 除去 平凡 元 ， g(x,) RH x HF v 的 Gauss fü, 
其 定义 为 
gb) = RX) = >》 xee). (4.2) 


rck* 


(4.1) 式 可 视 为 乘法 特征 标 x 关于 加 法 特征 标的 Fourier 展开 ， 而 
(4.2) 式 中 的 Gauss 和 则 为 该 Fourier 展开 的 Fourier 系数 . 
(4.2) 式 所 定义 的 Gauss 和 可 一 般 化 为 对 x 与 东 不 加 限制 ， 容 
易 看 出 ， 此 时 有 
49 一 1， 若 Xx MY AEN, 
Gost) =s -1, Hy 为 而 不 为 平凡 特征 标 ; 
0, ov AM x 不 为 平凡 特征 标 . 
命题 4 Ry Ck Wek AEF LH, Ri 
(1) 9008) 9(X, V) = |kIx(-1) = ax(-1), 


(2) 9(x,¥) = x(-1)g(x, v). 
T & Gauss 和 g(x, y) 的 绝对 值 为 v4. 


证 (1) 由 定义 
g(x 9)sQo V) = 2，X(z)y(z) Y^ xuw) 
r€k* y€k* 


= xw) Y. x2 w(u:) ($ y= z2) 


vrCk* z€k* 
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Y xo (x v( + z)z) - vo) 
r€k* rck 
Y Xz) (x y'+ (z) 一 1) 


H 


zck* rCk 
= 3 xz) 》 v'*(2) 
zEk* rtk 


最 后 一 步 用 到 对 非 平凡 特征 标 X， x(z) = 0 ( 引 理 5). 再 次 运用 
z€k* 
引 理 5 于 加 法 群 可 得 


0, #1+2#0, 
dow = 
z€k q, E142:-0. 


于 是 g(x, V(X V) = ax( 1), 如 命题 所 述 . 
(2) 由 定义 ， 直 接 计算 ， 有 


gv) = SO x(x)u(z) = V. xi)v(-z) 


z€kx* r€k* 
7 x(-1) $^ x(z)w(z) 
zck* 
= x(-1g(x, vj). 


一 般 情 况 下 ， 计 算 g(x v)/ vq 是 一 件 很 困难 的 工作 . 

习题 12 RN 是 一 个 正 整数 ，mm 为 N 的 一 个 正 因子 ，Xx 22H 
RN ORE. 证明 下 面条 件 彼 此 等 价 : 

(1) 存在 Z 的 模 mm 的 特征 标 x', 使 得 对 任意 与 N 互 素 的 整数 a 有 
x(a) = x'(a); 

(2) 4 gcd(a,N) = 1 H a = 1(mod m) IN, @ x(a) = 1. 

(3) 4 gcd(a, N) =gcd(a’,N) - 1 Baz a (mod m) Bf, # x(a) = 
x(a’). 

车 不 存在 NN 的 任意 真 因子 m. 使 得 习题 12 中 的 条 件 成 立 ， 则 
我 们 称 特征 标 x 是 WE 的 本 原 特征 标 ，N 称 为 x 的 前 导 子 . 
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习题 18 GN 的 是 一 个 大 于 1 HERS, onle) = ex*" 为 如 
法 群 Z/NZ 上 的 加 法 特征 标 . 
(1) S x 2 Z ARN 的 本 原 特 征 标 ， 证明 Gauss 和 


g(x iN) = Y X(T) (£) 
rimod N} 
的 绝对 值 是 VAN 
(2) i& xi, xo BRA ZI N, NS 的 本 原 特征 标 ， 证 明 唯 -存在 
前 导 子 为 N 的 特征 标 v, 使 得 
(a) NUN Ns; 
(b) xla) = xita)ys(a), 对 所 有 的 a€ Z, B ged(a, Ny No) = 1. 
通常 将 x 记 作 xi xe, RA xi 和 xs 的 积 . 
(3) 条 件 问 (2) 并 且 N, Ns 互 素 ， 证明 xi yo 的 前 导 子 为 NINE 
在 (Z/N;Z)” 上 的 限制 是 y(i = 1.2)， 此 外 ， 试 找 出 Gauss 和 g(yixo, 
Uv vo) gan ysi) 和 gs ess) 之 间 的 关系 . 
Gauss Al g(y,w) 在 视 为 x Aw HAAN, XF o 的 变化 是 
很 简单 的 .事实 上 上， 固定 一 个 非 平凡 加 法 特征 标 罗 , 则 其 他 非 平 凡 
加 法 特征 标 都 可 写作 tek) 的 形式 ， 从 而 
go. 9) = 2 xew l) = 3 xiuta) 
LERY rck* 
= x(t)? 3 x(tr)uttz) = x(t) "gx, v). (4.3) 
z€k* 


于 是 公式 (4.1) 可 化 成 
1 — | 一 
x^g 2 9. vet = sow) $ (ete (4.4) 


tek t€k* 
Gauss 和 g(x, v) 作为 x 的 函数 ， 其 变化 要 复杂 得 多 .在 xxi， X2 和 
Xixo 都 是 非 平凡 时 ， 
xa, )g(xo, v) 
gO) B xi (0 2 xe $7 við 
stt=1 NM 
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(等 式 的 证 明 是 直接 的 ， 留 给 读者 作为 练习 ). ERSRAWS v x 
关 ， 这 也 可 从 等 式 左 边 并 利用 (4.3) 式 得 出 ， 它 被 称 为 关于 x 和 
x2 的 Jacobi 3H. 记 作 jGxi x2) 更 一 般 地 ， 设 Xi ,Xr 的 为 kX 
的 一 组 非 平 几 特征 标 ， 关 于 Xi,…,xr 的 Jacobi 和 定义 为 


JX Xe) = 5 Xii) Ar (ur). 


M14 iE xo — (xis x) 证明 


xi Xe) = (q- 1)! 5 Xo(vo)xi (vi) Xr (vr). 


Yor Ue ek 
vot: tv, =0 


命题 5 设 x0,X1,…,Xr 是 上 x 的 非 平凡 特征 标 ， 使 得 
Xoxl…Xr = 1l. 
EREE LESERE d 有 


joa, UT Xr) = = 96x05 ¥) 90X19) 9(Xr,¥)- 


特别 地 ， IXs Xr) 的 绝对 值 为 qU-m, 
EOP EY) k 的 非 平凡 加 法 特征 标 Y, H xi HE (4.4) 式 那样 
写成 v! 的 线性 组 合 
900.0 DD xi(t 
tEk* 

将 此 式 代 入 习题 14 中 j(x1,…,x;) 的 表达 式 得 

(g—1)j{(x1,.…, Xr) 

47 glo Y) g(xe v) 
x X Xo(to) : (t) (touo + +--+ trur). 


uu€k ti EkX 
uo+ tu, =0 
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但 对 固定 的 0,…,tr, 由 引 理 5 知 
» OC toug +: + trur) 


ui€k 


MERE 
= >》 B(to(uo +o Uy) (Go toju +--+ (te 
= MD Wt- tour) llt — toju) 

ui, Up ek 
€, tp et =o = 
er 
于 是 
(q - Vita v 
= q^ g(xo i) ge 9) SO Goo (to) 
to€k* 


-] 
= ELA e g(xr v). 


这 里 用 到 xox xr 1. 由 此 命题 得 证 . 
习题 15 4x x. = D Bj, WE 
jx Xr) = 74 gba. V) go U). 


r 


特别 地 ， Vou x) =a? 
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= to)ur) 


在 本 节 中 ， 是 一 个 有 限 域 ，xX 为 k* BSE NS 
征 标 ， 多 是 大 的 非 平凡 加 法 特征 标 . 对 一 个 正 整 数 v, 我 们 以 ky 
Xm k 的” 次 域 扩张 ， 回忆 一 下 在 82 中 讨论 过 的 迹 上 映射 Try, jx 
和 范 映 射 N, jx, 它们 分 别 是 域 RL 与 & 的 加 法 群 和 乘法 群 之 间 的 
满 同 态 ， 因 此 x = x ON, pp 是 kX 的 一 个 非 平 凡 梯 法 特征 标 ， 
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V = Woy, x 是 ky 的 非 平凡 加 法 特征 标 . 从 而 我 们 有 两 个 Gauss 


和 
90v) = M. xala) 


y€k* 


ax, V) = M xi) 9). 
yck? 
它们 之 间 满 足下 面 关 系 : 
定理 T(Davenport-Hasse]) -g(x, V) = (~g(x,w))”. 
下 面 的 证 明 取 材 于 A. Weil 的 文章 UO 对 人 上 每 个 有 非 0 常 
数 项 的 首 一 多 项 式 


f(a) =a" ay zr! 


+ +a a; €k, ag £0, 
定义 

Af) = x(ao)v (as 1). 
容易 证 明 ， 若 fi, fo 是 两 个 这 样 的 多 项 式 ， 则 

AM fifa) = ACRAS). 


由 于 任何 这 样 的 多 项 式 都 是 不 可 约 多 项 式 的 积 ， 于 是 形式 上 让 下 
面 等 式 


$5 AQ)w*U = I[ (- AMpyuseem 5.1) 
ALzJER[z] pe=(k)} 
FB, f(0) £0 


其 中 
E(k) = {p(x) € k[z] : 为 首 一 不 可 约 的 ， 且 pO) z 0). 


首先 我 们 计算 (5.1) 式 左边 的 和 式 . 设 d > 2, 现 研 究 固定 ayo. 
ag € k, aq # 0 之 多 项 式 集 


S = S(aq.5,:-- ag) 


= {f(z) =a" tag qd. + ay: age. € k). 


第 一 章 有限 域 i 21 


SEE WEB], SO A(f) = 0, 进而 导出 (5.1) 式 左边 只 是 一 个 次 数 < 1 
fes 


的 多 项 式 ， 男 一 方面 ， 出 现 于 (5.1) 式 左边 的 一 次 多 项 式 的 形式 为 
r-ca,a€k*,BpEÀ u 的 系数 为 


>》 Mz+o)= Y. x(a)u(a) = g(x,y). 


ack* a€k* 
此 外 ， 注 意 到 (5.1) 式 左边 常数 项 系数 为 1, 于 是 我 们 就 证 明了 
i+gx pu= [[ (1- Apur). (5.2) 
pEE(k) 


类 似 地 , 对 F(z) = z" +an_yx"-! +- +49 € k le] H ao #0, 
我 们 定义 


同样 地 有 
1+g(¥, 8U = [[ a-Apu*)". (5.3) 


PES (kL) 


我 们 来 研究 (5.2) 与 (5.3) 式 中 的 无 限 乘积 . E p(x) X kla] 
中 的 首 一 不 可 约 多 项 式 ，P(z) X ks] 中 的 首 一 不 可 约 多 项 式 ， 
Ptz)lptz)， 则 对 任意 的 re Gal(k,/k), r(P(z)) 可 整除 T(p(z)) = 
p(t), H r(P(x)) 亦 为 k,(x] 中 的 首 一 不 可 约 多 项 式 ， 设 mn (P(z)), 
nex) A P(x) Æ Gal(k,/k) 作用 下 不 同 的 像 ， 则 它们 都 是 
kulz] 中 p(z) 的 不 可 约 因子 ， 其 积 g(x) = m(P(z)… 六 (P(z)) 也 
整除 p(z), HE Gal(k,/k) EA FRE. FH q(z) c kiz]. 又 由 于 
p(z) 不 可 约 ， 且 它们 都 是 首 一 的 ， 故 g(z) = p(z). 换 名 话说， 


p(z) = n (P(z))-- -T,(P(x)) 


是 P(x) 在 Gal(k,/k) FRAT. iae nj kle] 中 每 一 个 首 一 不 
可 约 多 项 式 可 分 解 为 kle] 中 不 同 的 且 在 Gal(k,/k) F396 H — 
不 可 约 多 项 式 的 积 ; 每 个 [zz] 中 的 首 一 不 可 约 多 项 式 则 可 整除 唯 
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一 的 一 个 k[z] 中 首 一 不 可 约 多 项 式 ， 于 是 我 们 有 


1 + g(x, V)U = I] lI í A(P)Use P) 
pczE(k) PECS(k,) 


下 面 我 们 固定 k[r] 中 


ko 


ZN 
NA 


KENA kv 
ja 
k 

图 1 


Pip 


一 个 n 次 首 一 不 可 约 多 项 式 p(x), A 


p(0) # 0. 设 P(x) 为 p(x) Æ k [z] 
中 的 一 个 首 一 不 可 约 因子 ， 我 们 来 
研究 A(p) fü AP) 之 间 的 关系 . 

设 -E 是 P(x) 在 一 个 如 的 代数 闭 
& k, 中 的 根 . W pr) X -EEk 
上 的 不 可 约 多 项 式 ，P(z) 为 -在 
k, 上 的 不 可 约 多 项 式 . EON k 
在 上 上 的 次 数 是 dA D BFE 
ky 中 ， 对 给 定 的 自然 数 d, 仅 存在 
唯一 一 个 大 上 的 次 域 扩 张 ， 因 此 


d =gcd(n,v)(Aiti n/d 与 v/d 互 素 ). 于 是 


deg P = [k,(£ 


ky 


= [KE : KO NK = 7 


E plz) 在 k,[r] PR d 个 不 同 的 首 一 不 可 约 因子 ， 记 
p(z) = z" + bz^^! +- +a, 
P(z) za"/4 + Bgn/4-1 yg A, 


由 定理 5 知 


= —Treceyse(—€) =Tre cee l), 
= (1) Nace) e(-€) = Neceye(€), 


B= Treen (£) A= N, (ex, (£). 


A(p) = x(a)w(b) 


= X(Nsqok (£) U(Trgey lE), 
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A(P) «A(A) V(B) = X(NE, (eye. (£)) V (Tru, (eye, (£)) 
=x (Na, (er EDY (Tri, (o) (£)) 
=X (Nece)y/e (D) " (Tre) yk (£))" 4 = A(p)"/*. 


由 此 
II (1 - A(P UEP)? = (1c agnitum 


Pe€E(k,) 
Plp 


将 ww AKU, 则 
(1- A(p)"/4yn/4) * = ( _ Ap) tunt) À 
v/d 


= [IG 20d) = 1- xoXciur) 
i=] 


i=1 


一 上 


1+9(4, vu = TP [TG - oiu) 


PEE(k) i=) 
-Jj (ecu) (WM (5.2) 3k) 


= 1- (~g(x,b))"u 
由 此 定理 得 证 . 
3816 Box xe 为 kx 的 非 平凡 特征 标 , Xo ML, 
Xr 与 范 映射 合成 而 得 到 的 kX 上 的 非 平凡 特征 标 . 试 找 出 Jacobi 和 JX1 
xr) 与 Jacobi 和 H(A, X) 之 间 的 关系 . 
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在 本 章 中 ， 如 无 特殊 说 明 ，* 总 表示 一 个 有 4 个 元 素 的 有 限 
W, k 表示 它 的 所 有 非 零 元 素 组 成 的 乘法 群 . 


§1 有限 域 上 方程 的 解数 


在 这 一 节 里 , 我 们 将 讨论 华罗庚 -VandiverL3 和 Weill!) 独立 做 
出 的 关于 有 限 域 上 多 项 式 方程 解数 的 估计 ， 这 里 我 们 是 按 Weill 4d 
的 思想 来 进行 讨论 ， 因 为 这 将 导出 著名 的 Weil 猜想 的 表述 . 
考虑 下 面 类 型 的 方程 
aoto? + aTi + + aper = b, 
其 中 aek”, bek, nomis ,ni 为 正 整数 ， 我 们 希望 能 对 该 方 
FRU 中 解 的 个 数 有 个 估计 . 
首先 我 们 研究 b= 0 的 情况 .给 定 uek, 以 Ni(w) 表示 方程 
ch =u Ek PREDS. 显然 ，Ni(0) = 1. XR di in, 5 q-1 
的 最 大 公 因 子 ， 由 于 kX 是 一 个 9- 工 阶 循环 群 ， 那 么 当 是 人 > 
中 某 个 元 的 d; KM, Ni(w) = di ， 否 则 Ni(u) = 0. 
WN 表示 方程 
agro? + QT +--+ +a,2%" — 0 
在 kr*! 中 的 解数 ， 则 
N= 9M Nlvo}N (a)...N,(u,). (1.1) 


ui€k 
aiui=0 


此 处 我 们 应 注意 到 满足 Daui = 0 W r+1 A (uou, u) HR 
合 构成 了 k 上 的 一 个 + 维 向 量 空间 . 
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函数 Ni 可 进一步 用 kx 的 特征 标 来 表示 . WH; 表示 kX 的 
FRE (kX)™ = (k*)t, 这 是 一 个 (q — 1)/di 阶 循环 群 ， 又 由 于 Hj 
的 阶 为 di, 且 它 包含 了 kx 中 所 有 满足 x“ = 1 的 特征 标 x 因此 它 
就 等 于 集合 (xekx*|x^ = 1). 将 kx 的 特征 标 x 扩张 成 上 上 的 函 
数 (参阅 第 一 章 84), 我 们 定义 它 在 0 处 的 值 如 下 : 

0, Ex 是 非 平 凡 的 ， 
x(0) = a 


于 是 ， 对 任意 的 ue k, 


l Xi u=0, 
》 xw-4di-|lHi, X uc H, 
xEH+ 0, 其 他 . 


这 里 用 到 了 在 第 一 章 讨论 过 的 Hi+ = Hi 这 一 结论 ， 换 甸 话 说 ， 
作为 一 个 上 上 的 函数 ，N; 可 以 表示 成 


将 它 代入 解数 N 的 计算 式 (1.1) 中 ， 我 们 得 到 下 面 N 的 表 法 
N= » X Xo(uo)x1(u1) .xr (u-). 


wih xi€k* 
) Qiui=0 d; 
Xi 二 1 


对 ui 来 求 和 ， 若 所 有 的 x; 是 平凡 的 ， 则 对 任意 的 we 上 大， 有 
xi(u) = 1. 


因此 ， 对 使 P aui =0K% ui 求 和 恰 是 线性 方程 Mau =0 的 解 
数 ， 它 等 于 s 下 面 假设 存在 某 一 特征 标 xi, 平凡 ， 但 并 非 所 有 的 
特征 标 都 是 平凡 的 . 注意 到 yi, (ui) 与 ui JE. 于 是 上 面 这 个 关 
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Cou; (其 中 u 满足 Maju; = 0) 的 和 式 就 变 为 


I] (x v) 
jio Nuj€k 
O<j<r 

又 由 于 其 中 至 少 有 一 个 非 平凡 特征 标 ， 故 此 乘积 等 于 0. 这 样 我 们 
就 得 到 了 


N=q + 5 5 Xo(uo)x1i(u1) +++ Xr (Ur) 


uiEk xiEkX 
aiui=0 


XFL 
x,'-1 
= + M. xola)! xla)! 
xiek* 
x; 
X;'-1 
x ^ xolo) xr (yr) (4 y; = au) 
y;€k* 
Yo 
=g + D Xo(a0) ! --:x.(a.)! 
Xi 天 1 
x= 


x $5 Qo xb) xlv) (4 yi = yovi) 


yo ,viEk™ 
ivi v0 


-4 *(q-1) Y. xo(a0) x, (a,)-! 
X0…Xzr 二 1 
xizl 
RESI 


x > xa (01) +++ Xr (Up) 


viEk* 
1 十 Vi 十 … 十 ur 一 0 
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=q +(4™—1) 3 Xo(0)  xe() Jii v). 


Ao…Xr=1 
PI 
Xi'=1 


这 里 用 到 Jacobi 和 j(x1,….x;) 的 定义 与 


0, Ë oee d 
3 (xoxi Xr)(yo) = ue 
G-1, F xoxicox2— 1. 


yo€k* 
FUIS — HER 5, 对 任意 的 非 平凡 加 法 特征 标 v. Jacobi 和 可 
表 为 
J) 94 Ig(xo v) gx d). 
且 其 绝对 值 为 gq -0/2, 这 里 xo = Oar). m 
S(do,--.. r) ={Q Ar): u ER>, v; zl. 
a =1, Hyo---y, = 1}. 
我 们 就 证 明了 : 
定理 1 方程 aozo ° + aay) He ape" = 0 fe kit! 中 的 解 
数 N 等 于 
N=q'+(q-1) 


x X Xo(ao) Xr (ae) osx) 
(Xo X «)€S(do,- d.) 
一 
mq + “一 
x » Xo(ao) ^ Xela) ! g(xo. 0) gi v, wh, 
BTE 


€Sí(dg. ndr) 
HYP dy = ged (14, g — 1). 特别 地 ， N 满足 下 面 不 等 式 
IN =q") € (q = 1)q 7 UP? M, 


这 里 M RES S(do, yd.) & 
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下 面 考虑 非 齐 次 方程 arp +: tart = b, RP be kX. 如 

果 必 要 ， 在 方程 两 边 同 除 ~-b, 这 样 我 们 总 可 以 假定 方程 为 
aozo? + ar occa "+1=0. 
以 Ni 表示 上 述 方程 在 KU 中 的 解数 ， 以 N' 表示 方程 
aori apr] 十 二 ar atO 

在 上 六 人 中 的 解数 ， 则 由 定理 1 可 知 

N' =t (q- 1) 

x Y xo(a0) ! xit) JO kre) 


(xo Art) 
ES(do.-,dr41) 


其 中 dr = gq 一 1. 注意 到 N SN, 之 间 的 关系 是 

N'=N +(q-1)N,, 
这 里 N 表示 对 应 于 24, = 0 的 那些 解 的 个 数 ; 而 a- DN, WE 
示 对 应 于 zr+l1 关 0 的 那些 解 的 个 数 ， 这 是 因为 此 时 总 


一 1 
TL =1. 
从 而 
i 
| = -—(N' = N) 
q-1 
=¢+ oM Xo(a0) * ---x«(a4) ja xii) 

(Xo. Xe 41) 
€5S(do,--,dr4i) 

- 5 Xo(20) ee xr (ar) Oa Xr) 


(xoi Xr ES (do, dv) 

在 上 面 展 开 式 中 ， 我 们 可 以 视 第 二 个 和 式 为 对 应 于 第 一 个 和 式 中 
Xr4i 三 1 的 项 这样， 由 dl = g 一 1 知 ， 关 于 Xr+1 的 条 件 只 有 
XoX1 + Xr+l = 1, 

其 中 xo,… Xe 满足 xS = 1 且 xl 而 这 样 的 (Xo x,) 的 
个 数 等 于 (do - 1)(d - 1)--- (d. — 1). 从 而 我 们 证 明了 下 述 定 理 . 
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定理 2 A orp tar P +o +a = ba, €k”, DEK", 
在 kt 中 解 的 个 数 Ni 满足 
IN; = q"| < (do = 1)(di ~ 1) (dr ~ 1)g"7, 
X F di = ged (n, q — 1). 
在 本 节 的 最 后 ， 我 们 来 讨论 一 下 齐 次 方程 的 情况 ， 为 方 使 起 
Jh, 我 们 采用 了 一 些 代数 几何 的 概念 和 术语 , 不 熟悉 的 读者 可 以 参 
阅 代数 儿 何 的 书籍 ， 如 参考 文献 [10]. 
齐 次 方程 
aozo tarr +- +a = 0, a, E k* 
在 r 维 射影 空间 P (k) 中 解 的 集合 构成 了 一 个 射影 代数 簇 . 我 们 
以 N 表示 该 射影 代数 能 在 r 维 射影 空间 Pk 中 点 的 个 数 ， 则 
N-1-cr(q-1N. 换 句 话说 ， 利 用 定理 1, RDA 
N=1l+q+---+ 9"! 


1 


+ 5 xo(ao) e xla) TO Xr), 


Qos An ES(d,--,d) 
其 中 d =gcd(m.q-1). 最 后 需要 指出 ， 今 后 我 们 研究 的 主要 对 象 
是 射影 秘 ， 而 不 是 前 面 讨论 的 仿 射 簇 . 


§2 Weil 猜想 


对 正 整 数 n, 以 k 表示 上 在 一 个 代数 闭 包 上 中 的 次 域 扩 
sk. UN, 表示 由 方程 
agro -aiZ] camp = 0, Qi € k* 
定义 的 射影 能 在 射影 空间 PU) 中 点 的 个 数 ， 记 din) <gcd(m, 
q" — 1). 由 以 前 的 讨论 我 们 知道 [e| = 9", 并 且 


Nn =1+qg + + (gg)! 


十 »» xo(ao) ! ---x«(a.) (xy x), (2.1) 
(xo. Xr)ESn (d(n)) 
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其 中 pu 
Srl) = (Xo, Xx): xi € xi LX m b 


Ayo: Xr = 1j. 

WR S(l,--- 1) = Sy (1). 

我 们 来 研究 出 现 于 和 式 中 的 特征 标 . 注意 到 d =gcd(m,q — 1) 
可 整除 d(n), FE, k> 的 一 个 满足 xt = 1 的 特征 标 x 可 诱导 出 
一 个 kx 的 特征 标 A — xo Nu jy. 由 于 范 映射 Ne 是 满 射 ， 故 
A 5j x 有 同样 的 阶 ， 另 一 方面 ， 阶 可 以 整除 4d 的 入 的 特征 标 个 
数 正好 是 d, 于 是 RK 中 满足 x? = 1 的 特征 标 x 是 kx 的 特征 标 与 
范 映射 复合 所 得 到 的 . 以 后 , 在 不 引起 误会 时 , 我们 也 将 YONG, yx 
简 记 作 x. 设 包 是 天 的 一 个 非 平凡 加 法 特征 标 ， 则 对 满足 x? = 1, 
xi FAL UR xoc Xr 二 1 的 kX 之 特征 标 xo, xi, co xs. 利用 第 一 
章 命题 5 可 得 

XooNkesyk(ao) xe o Na, folar)? 
x JGa e Ni, js Xr o Ng, yk) 
= (xo(a0) ! -Xr (ar) !)"q^"g(xo o Nu, jk, o Tr, jk) 

x (Xr o Ni, jg, o Try jc). 
再 利用 Davenport-Hasse 等 式 (88 — E EH 6 ), 上 式 可 简化 为 

(Xola0) 一 ++ x«(a4) ))"q^"g(xo, v)" -- 

x g(xr, Y) (-)emmneen 
= (Xo(a0) ! +- xr (ar) Qa; x)" (- 1) 000. 

同样 ， 若 k D ky Dk, 则 在 (2.1) RH, H xi € EX (i = 0,1,---,7) 
生成 的 项 等 于 


(xo(ag) ^! “xr ar) 3360, Xp) (21) 0/0090). 


对 (Xo, Xr) € RR, 以 (xo, Xe) 表示 使 得 Xo, ,xs 为 
DET D ERSTER Neye, 958 S AUB BRE eR UC m, 则 
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我 们 可 将 (2.1) LÆRA 
N,— dq" gn 
* 5 (xo(ao) t zla) 


(xoc Yr dE Sn (diri 


r—1) 


; nji oe ———Éelrel 
jan xn) Moran) Gest s t enn 


Hor ie m 的 最 大 的 与 g LAHAT. Ch on EST ox HB], HE 
实 上 只 有 有 限 多 个 dn), 它们 是 m WAF. 因此， 在 结合 范 映射 
下 ， 大 的 有 限 扩张 中 ， 只 有 有 限 多 个 乘法 特征 标的 阶 整 除 m. S 
m" 为 使 得 m 整除 g” — 1 之 最 小 整数 ， 从 而 可 构造 形式 守 级 数 


2€ r=] qi 
Y NU y 
n=l n=l 1— gl 
r —C(Xo. ci X, Uv Qo anda i 
+ (=1) »3 (Xo) ] u 
l-—c(xo, YUL Oar ae) 


Kor kr JES, (m!) 
(2.2) 


其 中 
c(X0 Xr) = (SHH  xo(ao) t - xi(a,)^ JO s) 
= (71)! yo(ao) ! --- x«(a,)7!q7" 
X g(Xo. V o Try, ye) g(xe v o Try, j). 
EAR v 代表 v(xo xr). Ber Gal(k,/k) 中 的 一 个 自 同 
#4, WW xT = xior RE —^ 5 y, 同 阶 的 非 平 几 特征 标 , B 5 .7 = 
1. 我 们 有 v(xo,…, xe) = v(x5,…,xX7); 还 有 
IGD o Tre, pe) = 》 x (x)W(Tre, ju) 
TCkI 
= > xi(z) (Tre, jo 77! (a)) 
TEKS 


= 2 e(Te ur) = g(vi o Tu, ja): 
rERY 
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并 且 对 任意 的 a; € k* 有 yi (a) = xila) ZRA: 对 任意 的 
r € Gal(k,/k), 我 们 有 

e(xo sx) = 6s Xr). 
由 于 对 给 定 的 (xo,… xr), EB v= vlo x) TRA, MBE 
们 有 相同 的 c 和 wv, 于 是 我 们 可 改写 (2.2) RA 


i 


oo o r-1 q 
5 NU" y 1-qU 
xr) 


n=l i=l 


+(-D)” MX 


(xo 


vor sxrjc(Xo x) Une et 


l—c(xo,, x Uor) 


3 


EAr 


(2.3) 
其 中 A, 是 Sy (m') Æ Gal(k/k) 作用 下 的 等 价 类 ， 观察 上 面 公 
式 ， 每 一 个 商 式 的 分 子 等 于 分 母 的 导数 的 士 1 倍 . 因此 存在 有 理 函 
数 Z(U), 使 得 
ZW(U) 


> NU" = (a) log Z(U) = ZU 


可 选择 Z(U) 使 之 是 两 个 常数 项 均 为 1 的 多 项 式 之 商 , 它 称 为 与 由 
方程 ary 十 … + aa? =0 定义 的 射影 驴 结 合 的 _zeta BH. 
习题 1 WH: dp € Gal(k,/k) 不 是 单位 自 同 构 ， 则 


(x0, X2) 天 (Xo Xr), 
HP v= (xo, xr). 

Bll 8V EADE +r +22 =0 ARR bud 
NER Ba 为 奇数 ， 我 人 有 r=2 和 m=2=m' 注意 到 应 
中 仅 有 一 个 2 阶 非 平凡 特征 标 x, 这 样 xi 的 可 能 选择 只 有 yi = Xs 
i 二 0,1,2. 但 此 时 ， xoxix =x 2 x 4 1, 假设 gq 为 偶数 ， 则 
m= 1. 于 是 不 管 何 种 情况 ， (2.3) 式 中 第 二 个 和 号 的 求 和 范围 是 
空 的 .从 而 


— 1 
N UTI = q , 
SON, ro ig jj log Zu (U), 


34 数论 及 其 应 用 


其 中 z4(U)-(0-U) U -= qU). 

£j 2 i Vo EH cht afte = 0 E PE) 中 定义 的 射影 
f, FÆ m = 3,7 = 2,09 = a, = a» = 1. 假设 4g = 1( mod 3), 
那么 m = 3 整除 9 一 1 RA n, n AR” 的 3 阶 非 于 凡 特征 
b. ADRI, WE? = 1, Xi x, 以 及 xoxixo = 1 的 特征 标 组 
(Xo; Xi, x2). 的 仅 有 选择 是 (m.m) A (0, 50,5). 因此， 对 任意 上 的 
非 平 凡 加 法 特征 标 v. 有 


v(m mn) =v h) = 1 


和 
1 3 MEN lo. 
e, 1,0) = nw) E c(1, 7, 7) = Uae 
从 而 我 们 有 
oo 1 3 lo(z; 43 
Y Nn 211 NE «90 V) 490 V) 
onl 1-U 1d-qU 1+39(m vU 1+ ¢ 917, yY) U 
d 
ap ^U) 
其 中 


240) = (1+ tom ot) (1+ toG rv) 
x(1- U)^!(1- qU)^!. 
经 观察 发 现 ， 上 面 两 个 例子 中 的 zeta 函数 都 满足 一 个 关于 
Zv(s5) 和 Zv(U) 的 函数 方程 .事实 上 ， 在 例 1 中 ， 我 们 有 


Zn (45) = gps Ie O) = 9092, 0) 
在 例 2 中 ， 取 ee S, 使 得 o9) = eq. 注意 到 
n(-1) = n(-1)? = 1, 
所 以 (n, v) = 0- DEV =F VG. 于 是 我 们 有 
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. +e /qU)(1 BVIU) 
Ao d BVT = ai) 
且 
z 1 \ _ (VAUVAU + &)( au +z’) 
"2 (ai) ~~ (qU3?)-!ü - U)(1 - qU) 
.üreVaU rz Va) _ 7 ay 
Da ^"^ 


现在 我 们 来 讨论 由 方程 arp +a +- +a s” =0 定义 的 
Hie V 所 结合 的 zeta 函数 Zy(U). 由 (2.3) 式 可 以 看 出 


r-l 


Zv(U) = [[a - 40) 


i=0 
x II (1 = e(Xo, x :)U" Go IY) 


(Xo. Xr EAP 


此 处 我 们 应 注意 , 车 (xo,… ,xr) 出 现 于 上 面 的 乘积 中 , 则 (xo,…， 
Xr) 也 出 现 于 这 个 乘积 之 中 ， 并 且 


r 


v(Xo, Xr) 2 v(Xo, Xx) — Cav) 
及 
(XO, °° Xr) = (71) Xola) + Xr (ar) (WI, X7) 
= (~1)"+ xo(ao) xrar) jOa, Xr) 


由 第 一 章 命题 5 知 ， j(xX1,…, x;) 的 绝对 值 是 ge, 于 是 
我 们 可 记 


c(xo, Ut Xr) = E(Xo, Utt , Xr)g 07072. 
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其 中 <(Xo Xx eS). 由 此 看 出 


1 I 
1 ~ c(xo, ,Xr) (r) 
= —(qV 7 UU) "e(xo, 3 Xr) 


x (1 —£(xo xa Dun) 
E (gh DPU) (xo. XA — (Yor WU"). 


H.-W) 不 与 (Xo Xr) Galois 396, I4 
(Xo; UU Xr)&(xo; Us Xr) = 1, 


否则 e(xo,… Xe) = £1. 这 就 证 明了 : 


r-l r-l 
1 p-1)/Orer irn- 
Zv (He) = [enet Mu I[a -qU) ! 
q i=0 i=0 
x I Nas oa) 
(xo, Xn)E 
" (q^ 1) apy 1) f v(xo se) 
x (1— c(Xo.- ,Xr TU Xo Xr C] 


= tg" P Uy Zv(U), 


其 中 指数 ec 是 Zw 的 极点 个 数 减 去 其 零点 个 数 , 而 >- 109 E V 的 
维 数 . 

从 上 面 的 计算 和 对 曲线 研究 的 结果 ，A. Weil 对 非 奇 异 不 可 约 
射影 簇 提 出 了 下 面 影 响 深远 的 猜想 ， 它 揭示 了 有 限 域 上 代数 矿 的 
算术 与 复数 域 上 代数 簇 的 拓扑 之 闻 深 刻 的 联系 . 

设 Y 是 一 个 定义 在 有 限 域 寺 上 的 维 数 为 d 的 不 可 约 射影 秘 . 
UN, Xm V dE Kk) n RRP SE EABAE BS V 的 zeta m 


; SES 
v(U) = exp (x xt) . 


n=l 
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这 是 U 的 一 个 有 有 理 系数 的 形式 肾 级 数 . 1949, A. Weill! 提 
出 了 关于 Zv 的 下 面 四 个 猜测 : 

(D) 有 理性 Zv(DZ) & U 65 f 3S S A S LE C. 

(D) 函数 方程 ”看 在 一 个 整数 E, HARV 4 Euler-Poincaré 
示 性 数 , 使 得 Z\. 满足 函数 方程 


1 1/27r\E 
Zv|——1]-t(q^U)"Zv(U). 
Zi (x) (q^ ^U)" Zv(U) 


(1H) Riemann 猜想 AA 2d 1 个 整 系数 多 项 式 PQ(U), 
PU). PU), HP PU) = 1-U fe Pua(U) = 1- gt, 
使 得 
zy(u) = DUPLU) Pra (U). 

me PQU)P()-- PU) > 
更 进一步 ， 每 个 PU) HT EK 
B; 
PU) = [[Q - ait), 
j=l 
其 中 aij 是 代数 整数 ， 其 绝对 值 jaij| = d. (GR €, X PA 
在 ， 这 些 条 件 唯 一 确定 这 一 多 项 式 , ) 

(IV) Betti 数 我 们 称 多 项 式 P, 的 次 数 B, ARV 的 第 5 

^ Betti 数 . 则 出 现 于 函数 方程 中 的 了 的 Euler-Poincaré 示 性 数 
2d 

EF Y(-1)'B. # V 是 一 个 由 定义 在 一 个 数 域 的 整数 环 上 
i=0 

HRV PTR-AEBRML ABER n Bi 等 于 上 同调 群 

H Vn, Z) OM, X V, 是 由 同样 方程 定义 的 ， 具 有 通常 拓扑 的 复 

AX. 

例 1 BIER V, 是 P? 中 的 射影 直线 ， 它 的 亏 格 是 0, 其 Euler- 
Poincaré RER E =1-0+1= 2, B (I) ~ (IV) 都 满足 (请 读者 自 
己 验证 ). Bi] 2 中 的 能 Vo 在 大 的 特征 char k £ 2,9 时 是 一 条 椭圆 
曲线 ， 即 一 条 亏 格 为 1 的 射影 曲线 . 我 们 发 现 它 的 Euler-Poincaré 
REK E-0-1-2-1,B (I) ~ (IV) 也 成 立 . 对 一 般 有 限 域 上 
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非 奇 异 射 影 曲线 的 zeta 函数 的 概念 是 1931 EH F. K. Schmidt 首 
先 引 入 的 .他 证 明了 对 一 条 定义 在 有 2 个 元 素 的 有 限 域 上 的 亏 格 
为 g 的 非 命 异 射 影 曲线 C, 其 zeta PUB TF BUE XX 

P (U) 
(1 - U)(1 ~ qU)’ 
其 中 PU) 是 一 个 有 理 系数 的 29 MERR, HERA 1, H Ze 
ifi A 307; FE 


Zc(U) = 


Ze (x) = £(qU?)! ? Ze (U). 
关于 曲线 C 上 的 Riemann 猜想 ， 即 Pi(U) 的 零点 有 绝对 值 91/2， 
是 首先 由 E. Artin 所 猜测 的 .他 还 对 一 些 特殊 的 射影 曲线 给 予 了 
证 明 . 曲线 亏 格 9 = 1 的 情况 ， 则 是 由 H. Hassel!) 证 明 的 . 而 A. 
Weill5l 在 1940 年 对 任意 亏 格 的 情况 给 予 了 证 明 . 
由 方程 arg ++ are” = 0 所 定义 的 Fermat dli V 有 
维 数 d=7 一 1. 在 7 为 偶数 ， 亦 即 d 为 奇数 时 ， 有 


PiU)=1-gU, 0O0<i<d. 
而 对 0 与 2d 之 间 的 奇数 i 除了 


PAD) = I exo x)U Ro e) 
(Ao XP EA, 


之 外 ， 均 有 PU) = 1; 当 7 为 奇数 ，d 为 偶数 时 ， 我 们 有 
P4(U) 21-q'U, O<i<d, %U¥¢d, 
和 


Pq(U) = (1 — q*?U) I] (1 一 C(Xo xU" 99, 
{Xo xr EA, 
其 他 PU) 均 为 1. 
因此 ， 不 管 何 种 情况 ， zeta 函数 Zy 都 满足 Weil 猜想 
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习题 2 令 C 为 一 条 定义 在 有 限 域 太 上 的 亏 格 为 g 的 非 奇 异 射影 曲 
线 ， 证 明 C 上 的 Riemann 猜想 等 价 于 


[Nn -q"-1)< 299", n21 
REN, 与 过 去 -- 样 ， 都 表示 曲线 C E kH n 次 域 扩张 中 点 的 个 数 . 


习题 3 RV = P"(k). 由 定义 出 发 ， 检 验 它 的 zeta 函数 等 于 


1 
(1 ~ U)(1 2 qU) -- (1  q*U)' 


Zv(U) = 


进一步 ， 证 明 Weil 猜想 对 V = P^(k) 成 立 . 

习题 4 确定 由 方程 zi + zx? 十 x2 = 0 定义 的 有 限 域 上 的 射影 能 
V 的 zeta 函数 ， 其 中 |k] = 9 = 2( mod 3), q 为 奇数 ， 进 而 验证 关于 Zv 
的 Weil 猜想 . 

C. Gauss 最 早 开始 研究 一 个 整 系数 多 项 式 模 p 的 解数 N,. 特 
别 地 ， 他 希望 知道 N, 是 如 何 随 着 p 变化 . 假设 多 项 式 定义 了 一 个 
d 维 不 可 约 非 奇异 射影 悉 ， 则 Weil 猜想 导出 


[Ny — (1 + p+ + pt) < bp?/?, 


其 中 是 由 同一 个 多 项 式 在 C 上 定义 的 相伴 射影 徐 的 第 d 个 Betti 
数 . 
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正如 A. Weil 本 人 所 指出 的 ， 如 果 能 模拟 复数 域 C ERRE 
同调 理论 ， 对 抽象 簇 建立 合适 的 上 同调 理论 ， 那么 从 上 同调 理论 的 
标准 性 质 就 可 能 导出 Weil 猜想 ， B. Dwork 利用 p-adic 分 析 成 功 
地 证 明了 zeta 函数 的 有 理性 和 函数 方程 . 大 多 数 关 于 Weil 猜想 的 
其 他 工作 是 寻找 一 种 好 的 上 同调 理论 ， 它 既 能 给 出 猜想 (IV) 中 的 
Betti 数 ， 并 且 该 上 同调 的 系数 是 在 一 个 特征 为 0 的 域 中 ， 使 得 有 
相应 的 Lefschetz 不 动 点 定理 成 立 . 这 个 想法 曾 有 许多 人 尝试 过 . 


40 数论 及 其 应 用 


1963 Æ, A. Grothendieck 利用 代数 簇 的 半 展 拓扑 发 展 了 抽象 代数 
PEM) adie 上 同调 理论 ， 由 此 他 得 到 了 zeta eR aI A ALPE Ac o g 
方程 的 另 -个 让 明 ， 猜 想 的 最 深刻 部 分 是 Riemann WA, C ER 
P. Deligne 在 1973 年 利用 ladie 上 同调 成 功 地 给 予 了 让 骨 . 

在 这 一 节 中 ， 我 们 将 简单 解释 ladice 上 同调 与 Wei 猜想 之 间 
的 联系 . 由 于 这 些 内 容 涉 及 代数 儿 何 学 极 深刻 的 部 分 限于 本 书 的 
目的 和 篇 幅 ， 我 们 将 不 给 出 所 有 概念 的 定义 和 解释 . 请 有 兴趣 的 读 
者 参阅 有 关 文 献 . 

在 本 节 中 ，1 表示 一 个 定义 在 有 限 域 上 上 的 4d 维 非 命 异 的 不 
TASEI, V 表示 TY 在 大 的 一 个 代数 闭 包 上 上 的 点 集 ， 又 设 / 
是 一 个 不 能 整除 gq 的 素数 .在 了 上 赋 以 平展 拓扑 ， 则 对 每 个 自然 
Bor, 有 一 个 平展 上 同调 HiV, Z/U'Z). V W ladice 上 同调 定义 为 


HAV, Qi) = (lime HE (V.Z/lZ)) @z, Qi. 
其 中 Zi 是 l-adic 整数 环 ， 即 


oo 
Z = { Saat! vse, <l- if. 


n=0 
它 是 Z/'Z E r BTF co 时 的 反 极 限 Qi 是 Z 的 商 域 ， 亦 可 视 
为 Q 关 于 QQ 上 的 lL-adic 度量 的 完备 化 .Ladic 上 同调 有 下 面 一 些 
(1) HV. Qu) 是 Qi 上 的 有 限 维 向 量 空间 , 且 除 了 当 0<i< 2d 
时 外 ， 其 余 情 况 均 为 0. 
(2) 对 所 有 的 1 和 j, 有 一 个 上 积 (cup product) 结构 : 
H'(V, Qi) x Hi(V, Q) — HY (V, Qi). 


(3) Poincaré 341% ”项 上 同调 群 H?"(V, Q) 是 一 维 的 , 40 < 
i < 2d 时 ， 上 积 定 义 了 一 个 非 退化 配对 (pairing): 


HQ) x FQ) — B" Q) = Qu. 


£—* Weil 猜想 41 


(4) Künneth 公式 ”对 两 个 非 奇异 能 X MY, 有 一 个 分 次 代 
数 的 自然 同 构 : 
H*(X, Qi) @ H'(Y,Q)— H*(X x Y, Qı). 


(5) Lefschetz 不 动 点 公式 设 f:V 一 ;V 是 一 个 有 孤立 不 
动 点 的 态 射 ， 每 个 不 动 点 的 重 数 为 1, B0. f£ xk V x V 中 的 图 形 与 
Vx V 的 对 角 线 横 截 地 相交 ， 以 L(f,V) 表示 f 的 不 动 点 数 (由 于 
VERN, MLV) 是 有 限 的 ), 此 数 可 表 为 
2d 
L(f, V) = 3 (DT; H(V, Qu), 
[EU 
其 中 fO 是 /在 Hi 上 诱导 的 拉 辐 (pull-back) 映射 
(6) 比较 定理 # V 是 一 个 定义 在 一 个 数 域 的 整数 环 上 的 非 
DELIA V 通过 模 一 个 素 理想 约 化 而 得 到 的 戏 ， 则 


Hi(V, Qi) Qo, C = H(V4, ©), 


其 中 V, EA ERT OEE 

(7) 闭 链 的 上 同调 类 ” 设 Z 是 一 个 余 维 数 为 NFR, WZ 
对 应 有 一 个 相伴 的 上 同调 类 n(Z) e H2i(V,Q1), xxi V 55 (6) 中 
的 V 相同 ， 这 个 对 应 被 线性 地 扩展 为 一 个 闭 链 ， 有 理 等 价 的 闭 链 
有 同样 的 上 同调 类 ， 闭 链 的 交 是 上 同调 类 的 上 积 . 进一步 , E PR 
V 的 一 个 闭 点 ， 则 n(P) © HV, Qi) 是 非 0 的 . 

以 上 诸 性 质 可 以 通过 定义 在 C. 上 的 不 可 约 非 奇异 射影 化 的 上 
同调 理论 来 理解 . 它们 主要 是 由 W.V.D. Hodge 和 S. Lefschetz 所 
发 展 的 . 


Na =o" WRB AB = L”, V). 
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由 于 V 是 非 奇异 的 ， 故 可 以 用 上 述 性 质 (5) —— Lefschetz 不 动 点 公 
AKHA Nn, BD 
2d 
Na = D (CDT) HAT, Qu). 
i=0 
HARA V 的 相伴 zeta 函数 的 定义 ， 我 们 得 到 


2d 


Zv(U) = [I 区 ( 


oo 


U^" (cU. 
Tr(9^)9; HC, ane) 
1 


i=0 n= 

2d oo U^ (-1' 
-H 区 (È Tr((99)^; HV, a») | 

i=0 n=l 


对 每 个 ;我们 都 可 用 下 面 这 个 线性 代数 的 结果 来 估计 指数 部 分 . 
引 理 1 设 了 是 一 个 定义 在 特征 为 0 的 域 扎 上 的 有 限 维 线性 
空间 W GARS, MFARRAK PU 的 形式 震级 数 ， 有 


exp (È Tr(f"; m) = det(1 ~ fU;W)-!. (3.1) 
n=l 


证 Wo 是 1 维 的 WU fa A 的 映射 ， 故 而 


2° un co Un 
exp (>: mun) = exp ( vm) 
n=l 


n=l 


— l — .TA 
= Tryp = det -AU W) . 


证 明 一 般 情况 的 方法 是 对 W 的 维 数 进行 归纳 ， 我 们 不 妨 设 有 是 
代数 闭 的， 这 使 得 / 有 一 个 特征 向 量 ， 它 生成 出 W 的 一 个 1 维 不 
变 子 空间 W, 由 此 得 到 一 个 短 正 合 列 

0— W' —W — W/W' — 0. 
从 而 


exp (x: mnt 5 exp p Tr(f^, WIW') =) 


n=l n=1 n , 
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的 积 正好 为 (3.1) 式 的 左边 ， 而 
det(1— fU;W') 5 det(1— fU; W/W’) 


的 积 恰好 是 (3.1) 式 的 右边 . 又 由 归纳 假设 知 ，(3.1) 式 对 于 W' 和 
W/W' 都 成 立 ， 从 而 得 到 所 需 结论 . 
由 引 理 1 立即 就 可 导出 下 述 定理 . 
定理 3 设 V 是 一 个 定义 在 kk 上 的 维 数 为 d HAAR RT 45 
HER. V 的 相伴 zeta BR Zv(U) 有 下 面 表示 形式 
P,(U)P3(U) «+» Paai (U) 
Zw) = AO EW) i 
其 中 P(U) = det(1 — 6U; (V, Q)), 这 里 d? 是 Frobenius § 
Ho: VV £& H(V,Q) 上 请 导 的 映射 
我 们 知道 ，Zv(U) 是 的 有 理 系 数 的 形式 寡 级 数 ， 上 面 定理 
说 明 它 也 是 一 个 系数 在 Q 中 的 U 的 有 理 函 数 ， 于 是 它 是 一 个 系 
KEQ 中 的 U 的 有 理 函 数 ， 然 而 这 并 不 意味 着 每 个 Pi(U) 也 是 有 
理 系 数 的 . 同样， 定理 3 中 的 P. 也 不 知道 是 不 是 猜想 (IIT) 中 所 
说 的 Pi. 另 一 方面 ， 由 于 po 作用 在 H°(V, Q) 上 如 同 单位 映射 ， 
BK Po(U) = 1 — U. 进一步 ， 由 于 Frobenius 态 射 是 一 个 次 数 为 qt 
的 态 射 ， 它 在 上 同调 群 H24(V, Q) 上 诱导 了 一 个 乘 以 dd 的 乘法 映 
Ht, 于 是 PlU) =1-qU. 设 


Bj = deg P; = dim Hi(V, Qi), 


此 时 ， 也 同样 无 法 肯定 B; 就 是 猜想 中 的 Betti 数 . 
下 面 我 们 将 看 到 猜想 (IT)( 函 数 方程 ) 可 以 由 性 质 (3) —— Poincaré 
对 偶 导 出 ， 事 实 上 ， 对 任意 的 


ve H'(V,Q)) 和 we H**(V.Q), 


H'(V,Q) x PUY Q) — H**(V. Qi) 


44 数论 及 其 应 用 


的 上 积 间 态 将 (G9) (v), 9077) (w)) BRA 
QU (v) v 904-9 (w) = QUO (y v w) = g"(UVw). 
338 2 kA BRAK 上 维 数 7 的 向 量 空间 ， 并 有 一 个 完 


全 配对 (,):4xB 一 了 K. 假设 fg 分 别 为 A,B 上 的 自 同 态 ， 使 
得 存在 一 个 非 替 元 入 E KK, 满足 


fa,gb =A(a,b), acA, be B. 


R) f fog PATH, B, of = AI, (这 里 将 g, f dR E r x r H 
E, LoRrxr ži) 于 是 


onm o (7 AU) oi, 
let (1 oU: B) = i aet (1 sofia) 


和 
det(f; A)det(g; B) = A". 
(证 明 是 初等 的 ， 留 给 读者 作为 练习 . ) 
利用 上 面 这 个 线性 代数 的 结果 我 们 可 以 导出 
Paa-i(U) = det(1 ~ 90479 Uu; HiV, QI)) 


0 (DP (qtu)? det ( 1 
det(@; Hi(V, Q,)) 


(gU) > e 
det (pM: HV, Qi) 1 zv) 
以 及 
det (6), HUY, Q))det (994-9; Hedi, QD) = 4^. 


RX q 0070729000 Ey Be BERL qoe ls c REGERE RE 
导出 了 猜想 (D) GROS BB), 其 中 


第 二 章 Weil 猜想 45 


2d 


B=) (-1)'B.. 
i=0 


上 面 讨论 已 经 从 形式 上 证 明了 猜想 (D, (D 和 (IV) 可 以 由 adic 
上 同调 的 性 质 得 到 ， 同 时 定理 3 也 给 出 了 zeta 函数 的 解释 事实 
E, GH 37 P; Bi 就 是 猜想 所 言 的 PP B, Riemann 猜想 
(III) 的 正确 性 是 由 P. Deligne Æ 1973 年 证 明 的 ， 他 用 到 了 l-adic 
上 同调 殉 深 刻 的 性 质 . 

定理 4(Delignelll) 定理 3 中 多 项 式 PU) 有 独立 于 1 HH 
系数 ， 且 它们 可 以 写作 


B; 


PU) = J [G - o0). 


了 一 1 
其 中 aij 是 绝对 值 为 gi/2 的 代数 整数 . 

在 这 里 我 们 将 不 准备 谈论 P. Deligne 的 证 明 (有 兴趣 的 读者 可 
参阅 N. Katz/!?), 但 我 们 将 简单 解释 一 下 它 为 什么 是 对 的 ， 人们 
可 以 找到 存在 一 个 余 维 数 为 1 的 闭 链 2Z, 使 得 h = u(Z) 是 一 个 
PV, Q) 中 的 非 平凡 类 ， B. 670) = gh, WIS h fe d-i KER 
可 导出 一 个 从 AV, Qu) 到 HT, Q) = H?3- (17. Q0 的 同 
构 ， 这 连同 Poincaré 对 偶 就 给 出 一 一 个 从 H'(V,Q) x H'(V,Q)) 到 
H?*(V.Q) 的 非 退化 配对 ， 当 VW 有 一 -个 相伴 的 非 奇异 不 可 约 射影 
eV, 时 ， 这 也 是 从 H+ (Va, C) x H! (Vh, C) 到 H**(V,, C) 的 非 退 
化 配对 ， 当 站 是 偶数 时 ， HiV, C) 包含 一 个 R 上 B, 维 的 ， 且 
E pO 作用 下 不 变 的 实 子 空间 ATA), 使 得 在 (CUL) 中 ， 前 述 配 
对 是 一 个 非 退 化 内 积 ， 且 qoo 关于 这 个 配对 是 一 个 西 映射 . 
这 表明 ， 在 i 是 偶数 时 ， 9%6 的 特征 值 有 所 述 的 绝对 值 qP. 4i 
是 奇数 时 ， 我 们 研究 V x V. 此 时 ， 9 在 HT Q) 上 特征 值 之 
大 小 可 以 由 在 HO x V, Qi) 上 诱导 的 Frobenius 态 射 得 出 

n: 如 前 所 证 ，% 在 AV, Qu) 上 的 特征 值 就 是 出 现 于 PU) 
= 县 人 -ooCD 中 的 oi 特别 地 ， o0 的 特征 值 有 绝对 值 gi”? 
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$4 zeta HRA Euler 积 


设 KEDR, P(N, oT) Æ KE, Tp] 中 一 个 不 可 约 
EWA, PE RK 中 的 解 的 集合 称 为 仿 射 代数 超 平面 . 我 们 也 将 
考虑 多 项 式 己 在 到 的 任意 有 限 代 数 扩张 中 的 解 . 以 下 BK OK 
个 代数 闭 包 ， V 为 多 项 式 P 在 K" 中 解 的 集合 ， 给 定 V 中 一 点 
w= (T1, tr), 以 K(x) 表示 由 了 的 坐标 生成 的 域 (msi), 
这 是 K 的 一 个 有 限 扩 张 ， 其 在 K 上 的 次 数 称 为 x 的 次 数 ， 记 为 
deg a. 考虑 将 T; BUS zi HH KD, oT) K 的 同 态 , 其 核 m 是 
KT T] 中 包含 多 项 式 P 的 极 大 理想 ， 商 域 KT., T]/m 
同 构 于 K(r). 定义 degm = degr. YE K Lf degr = [K (£): K] 
DA K(x) 8] K PH KRA. 对 每 个 嵌入 co, 点 ze = (2f,-++, 42) 
也 在 Y F, BA KD, T.) 8] K ORT, A zo 的 同 态 也 有 核 
m, 这 是 由 于 m 中 的 多 项 式 系数 均 在 I H. 因此， 理想 m 对 应 下 
中 deg m 个 点 ; 反 过 来 , 给 出 一 个 包含 已 的 极 大 理想 m, 它 也 对 应 
TV #degm A. xÆ K(x) 9] K PARA KART guis, 


即 {27 : o € Gal(K/K)} 称 为 V 的 一 个 AS, 它 可 由 一 个 极 大 理 
WER. 
当 五 = 大 是 一 个 有 限 域 时 ，Y 的 zeta 函数 定义 为 
z= JT a-uetm- 
m 为 极 大 理想 
Pem 
= II (1 — Udeez)-!, 
z 为 V Pap 


注意 到 ，T 中 位 于 后 中 的 点 是 那些 次 数 可 整除 n 的 点 a, 于 是 至 
多 有 gq” 个 极 大 理想 m 使 得 Pema degm 整除 n. 这 表明 ， 当 
U 足够 小 时 ， 无 限 乘 积 是 绝对 收 化 的 、 进一步 ， 对 充分 小 的 U, & 
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们 有 
Zy(U)' B Y degm .Udegm-1 
Zv(U) | 1 — Udegm 


29 OO 
= » do degm U'degm-1 ~ 5y NU", 
{=1 acl 


m 


其 中 关于 m 的 求 和 是 通过 所 有 包含 P 的 极 大 理想 ， 
Ny = 5 deg m 


deg mjc 
是 VY 在 后 中 点 的 个 数 . 
一 般 地 , EV 是 一 个 定义 在 有 限 域 上 的 非 奇异 射影 敌 , 则 它 是 
JUT- AIRRA. YE 82 中 用 在 域 的 有 限 扩张 上 的 解数 定义 的 zeta 
PE Zy(U) 有 Euler 积 


ZU =e (Em) I asuen, 
n=l z 为 V PAA 
例 3 设 C 是 一 条 定义 在 有 限 域 k 上 的 射影 直线 ， 它 有 一 个 
“无 穷 远 点 ”, 剩 下 的 点 则 在 大 上 的 一 条 仿 射 直线 上 . 在 仿 射 直线 上 
的 点 可 被 x[T] 中 的 首 一 不 可 约 多 项 式 或 [7] 的 极 大 理想 所 刻画 ， 
从 而 可 得 
Ze(U)-Qü-Uy' [| a = tee fy 
fek[T] 
/: 首 一 ， 不 可 约 
例 4 设 C 是 一 条 由 大 上 齐 次 多 项 式 PT, T, T) 定义 的 非 
奇异 射影 曲线 ， 那么 P 在 {(zo : 2) : 22): zo 天 O} 中 的 解 可 等 同 
于 由 
P(T,Y) = P(1,T,/Tp, T/T) 
定义 的 仿 射 曲线 C 上 的 点 ， 其 中 了 = 7,/T, Y = T2/To. 我们 
不 妨 假设 PREY 是 首 一 的 . 以 FERR RT), 以 天 表示 域 
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F[V]/(PCP, Y )). 这 是 域 已 的 一 个 有 限 扩张 ， 称 为 的 有 理 函 数 
B. 设 OO kIT) E K PNRM, KT Y mes Eo P m 
大 理想 m 对 应 了 O 的 极 大 理想 p. BE, Ap 对 应 C ERA v, 
则 O/p 同 构 于 k(x), 我 们 称 之 为 p 的 剩余 类 域 . 定义 


degp = degz = (O/p: k]. 


于 是 剩余 类 域 O/p 的 势 是 vdegp, 这 也 称 作 p 的 范 Np. 结合 仿 射 
曲线 C 的 zeta e Bede 


Zo(U) = I = USP) 上 
p.O rp B A BE AR 
我 们 称 这 些 极 大 理想 p 为 C sx OY PBR A. 

在 C\C Pi AREA Ut P Æ {lro ra): ro = 0) 中 的 解 . 
它们 可 袖 为 我 们 关于 仿 射 子 艇 选取 的 无 穷 远 点 ， at 的 点 共有 有 
MAS, Ea ale] E K pE o 内 包含 y WERK SR 
Poo 来 表示 ， 这 些 称 为 C 或 天 的 无 限 位 . 同样 地 ， deg by 定义 为 
[Op : k], 入 ps 恰 等 于 剩余 类 域 O'fp、 的 势 ， 即 queen. 


有 限 位 与 无 限 位 合 在 一 起 表达 了 C 上 所 有 闭 点 ， 从 而 我 们 有 
Z(U)= [Pusey 
p K 中 的 位 


P= kT) RA k E 单 变量 有 理 函 数 域 . 也 数 域 kK 是 的 有 限 
Pik. Bh 是 大 包含 在 天 中 的 最 大 代数 扩张 ， 我 们 称 请 为 大 
的 常数 域 . 函数 域 K 是 一 个 定义 在 ko 上 的 一 条 非 奇异 射影 曲线 
上 的 有 理沙 数 域 . 
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§1 赋值 和 局 部 域 


在 这 一 节 中 ， 如 无 特殊 说 明 ， 总 表示 一 个 有 9 个 元 素 的 有 
限 域 ，(T) 是 以 下 为 常数 域 的 有 理 函 数 域 . 

首先 我 们 介绍 有 关 赋 值 的 一 些 基本 概念 和 结果 . 

设 是 一 个 域 ，F 上 的 一 个 赋值 是 一 个 从 玉 BFE LHR 
的 映射 v, 对 F 中 任意 元 素 a Hb, 它 满 足下 述 条 件 : 

(a) v(a) = 0 的 充 要 条 件 是 a = 0; 

(b) v(ab) = v(a)v(b); 

(c) 存在 常数 C, 使 得 

v(a + b) € C max(v(a), v(b)). 


BY (1) 对 实数 域 R 或 复数 域 C, 通常 其 绝对 值 构成 它 上 的 一 
个 赋值 . ， 

(2) Bt v(0) = 0, 对 域 上 任意 非 零 元 a, 取 v(a) = 1, 这 样 定 
义 了 域 上 的 一 个 赋值 ， 我 们 称 之 为 的 平凡 赋值 . 

习题 1 证 明 上 述 条 件 (c) 等 价 于 : 存在 常数 C, 使 得 对 任意 满足 
v(a) <1 的 元 素 a, 有 

v(l+a)<c. 

382 iv AMP EA SUE, IER: Huy F pay, 
则 v(u) = 1. 特别 地 ， 有 限 域 只 有 平凡 赋值 . 

设 v ER F 的 一 个 赋值 ， 对 FF 中 任意 元 素 a, 我 们 定义 a 的 
基本 邻 域 系 如 下 ， 


Ula,e)= {bE F : v(a- b) <e}, 
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其 中 = 取 饥 正 实数 ， 由 此 就 在 已 上 定义 了 一 个 拓扑 Ty. 

习题 3 证明 T, 是 一 个 Hausdorff 拓扑 . 

习题 4 Av ee, EHT 是 -个 离散 拓扑. 

对 域 站 上 的 两 个 赋值 o 和 vs， 如果 它 们 定义 了 天 上 相同 的 
拓扑 结构 ， 我 们 称 它们 是 SH 的 . 

习题 5 Wr. v2 是 域 王 的 两 个 非 平凡 赋值 ， 证 明 下 面条 件 等 价 : 

(1) M LEE or = 018; 

(2) T., = Te B v 55 vo 等 价 ; 

(3) 7 ;的 强 拓扑 ; 

(4 )& un(a) <1, 则 一 定 有 v(a) < 1; 

(5) 2i vila) € 1, WA v(a) € 

对 于 域 上 上 的 赋值 v, init " 中 的 常数 可 取 为 1], 则 称 
v 是 dE Archimedes 赋值 , 否则 称 为 Archimedes 赋值 从 上 ii 
习题 可 以 看 出 ， 等 价 的 赋值 或 者 同 是 非 Archimedes W, at 8] 
Archimedes 的 . 

习题 6 ig v JÉBE FOR NC, ubBH 

(1) v SESE Archimedes 的 充 要 条 件 是 集合 {u(n) ne Z} 是 有 界 的 

(2) v 是 Archimedes 的 充 要 条 件 是 : X F PLR TICK a,b (a £ 0), 
总 存在 正 整 数 n, 使 得 v(na) > v(b). 

显然 ， 平 凡 赋值 是 非 Archimedes W, iii R Bi C 上 的 绝对 值 
则 是 Archimedes 的 . 

习题 7 将 赋值 条 件 中 的 (c) 改 为 

(d) 三 角 不 等 式 v(a tb) € v(a) + v(b). 

证 明 : (1) 满足 条 件 (a), (b) 和 (d) 的 映射 + 也 是 MRE. 

(2) 对 任何 一 个 赋值 ， 均 存在 一 个 满足 (a), (b) 和 (d) 的 赋值 与 之 等 
ff. 

今后 ，-- 提 到 赋值 ， 除非 有 特别 的 说 明 ， 我 们 总 假定 它 满 是 三 
角 不 等 式 . 

峰值 论 由 于 它 在 数论 、 交 换代 数 、 代数 儿 何 中 的 应 用 而 受到 人 
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们 的 重视 ,在 本 书 中 ,我 们 将 仅 限 于 讨论 与 数论 相关 的 内 容 ， 对 一 
般 的 赋值 理论 ， 有 兴趣 的 读者 可 以 参阅 Zariski, Samuel 的 经 典 著 
作 (或 参考 文献 [4], [9] 等 有 关 文 献 . 

接 下 来 ， 我 们 将 对 有 具体 的 域 已 来 加 以 讨论 . 

E F= kT) Wordék LBB P 的 -- 个 闭 点 ( 按 Zariski 
hith). ZAE TP) 上 一 个 非 零 有 理 函 数 f TE x 点 处 的 性 质 , 我 们 
首先 需要 知道 f 在 x 点 处 是 零点 还 是 极点 ,或 更 精确 -- 些 ,要 知道 
S E e RABBIT valf) 当 m( 门 >0 时 ，z 为 了 的 vr(f) = ord, f 
阶 零点 ， 而 当心 (六 <0 时 ， 它 为 了 的 -we 站 阶 极点 RW vi (f) 
的 一 个 简单 方法 是 利用 z 点 的 不 可 约 多 项 式 PT), 首先 将 f(T) 写 
成 多 项 式 之 商 g(T)/h(T) C x 是 oo 点 时 ， 以 1/T RE T), W f 
在 z 点 的 阶 正好 等 于 多 项 式 gT) 的 分 解 式 中 P(T) 的 次 数 减 去 多 
项 式 AUD) 的 分 解 式 中 P(T) 的 次 数 ， 用 理想 论 的 语言 来 说 就 是 : 
WB Æ AT) rn ili PCT) 生成 的 理想 ， 则 g(7) 中 PT) 的 次 数 正 好 
是 集合 fin EN: gT) e P”) 中 的 最 大 整数 m. 这 最 后 一 种 表述 可 
以 推广 到 大 上 的 任意 函数 域 NK 上 去 ， 此 时 ， K 的 一 个 位 (place) 
是 (K[T]) gk KDY/T] E K PERE O 的 极 大 理想 . 为 了 解 O 中 非 
FARAR f E RAE, 仍 表 为 O 中 两 个 多 项 式 9g 和 户 
的 商 g/h, 由 于 是 O 的 商 域 , 因此 这 种 表示 法 总 是 可 行 的 . 从 而 
定义 O 中 多 项 式 9 在 位 p 处 的 阶 ord yg 是 使 9 在 理想 qi" 中 的 
最 大 整数 m, 从 而 定义 J E BAA B ord pf A ord pg 一 ord ph. 
对 五 上 的 每 个 位 PB, 我 们 可 以 定义 上 的 一 个 赋值 为 | ly 为 


lOlp = 0, 
| flap 一 Np "pi 一 (q^ deg Byordqy f 一 log "m4. 


其 中 f 为 KK 中 任意 非 零 元 . 


习题 8 证 明 如 上 定义 的 | lp 确 为 域 K 上 的 一 个 赋值 ， 并 且 是 非 
Archimedes 的 . 


在 有 理 数 域 Q 上 ， 整 数 环 Z PUT ARERR RT) h kIT] 
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的 角色 . 2 中 每 个 素 理 想 (p) 是 Q 的 一 个 有 限 位 . AK 是 一 个 
数 域 ， 即 Q 的 一 个 有 限 维 (代数 ) Pak, WK 上 整数 环 O 是 Z 在 
K 中 的 整 团 包 ， 而 O 的 极 大 理想 p 则 是 AK 的 有 限 位 ， 剩 余 类 域 
O/p 是 -一 个 有 限 域 ， 其 势 Np 称 为 理想 p 的 范 . 同上 面 一 样 ， 我 们 
可 以 定义 位 p 处 的 阶 ordp, 进而 可 定义 K 上 赋值 | [p 为 


llp = 0, 
| |z]y = Np”? = [O/p|-?" p^. 2€ KX. 

习题 9 设 玉 是 一 个 函数 域 数 域 ，p, Ap, 是 天 上 两 个 不 同 的 位 ， 
它们 分 别 定义 了 K 上 两 个 赋值 | lp 和 | jp。 则 这 两 个 赋值 是 否 等 价 ? 为 
什么 ? 

习题 10 WA 是 一 个 函数 域 或 数 域 ，p 为 K 的 一 个 位 ,证 明 赋 什 
| lp 定义 了 天 上 的 -- 个 度量 . 

记 Kp ASK 关于 赋值 p 所 定义 度量 的 完备 化 ， 它 是 一 个 包 
E K 的 域 , 并 且 OK 在 Kp ERES Kp 中 的 整数 是 那些 在 位 p 处 
没有 极点 的 元 ( 即 阶 ordpzx 非 负 的 元 z), 它们 的 全 体 构成 一 个 环 ， 
BRA Kp 的 整数 环 ， 记 作 Op, Bp 


Op = {x € Ky: |z|p < 1). 


Op PHI up TEAR p-adic 单位 , 其 全 体 构成 了 Oy 的 一 个 乘法 
FH Up: 
Up = {£ € Kp :|z]y = 1). 


因此 
Bp = Op - Up = {r € Ky : dry < 1) 


是 Op 的 唯一 极 大 理想 ， 且 Op 的 所 有 非 堆 理想 均 为 Pp MER, 

商 域 Op/Pp 称 为 Ky 的 剩余 类 域 ， 它 与 完备 化 前 的 剩余 类 域 O/p 
是 同 构 的 ， 从 而 也 是 有 限 的 ， 理 想 Bp 是 一 个 主 理想 ， 其 生成 元 
具有 最 大 赋值 (Np)-!， 反 过 来 ， 具 有 赋值 (Np)” 的 元 一 定 生 成 
Bp 我 们 以 wp 表 任意 一 个 生成 元 ， 称 它 是 位 p 的 局 部 单 值 化 元 
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¥ (uniformizer). FÆ, Ky = gx < wp). 进一步 ， 设 5 为 Op 
中 剩余 类 域 的 一 个 代表 元 集 ， 则 O 中 任意 元 素 均 可 写成 系数 在 5 
H, ZRA wp 的 Taylor 级 数 . p-adic 单位 是 那些 常数 项 不 在 Pp 
中 的 元 素 ， 而 Kp 中 的 任意 元 素 则 可 写成 系数 在 S 中 ， 变 数 为 wp 
的 Laurent 级 数 . 
Bl BA = Q, p= (p), 则 可 取 
@p=p, S={i:0<i<p-1]}. 

从 而 


Oy = Z， = 全 ss 


1=0 


m 
Qf )Z, = {= m,n € Z,pinh, 


>% 
Pp = pZp = [Dosa sva), 


?一 上 


Up = {Ser os spot wzo, 


i=0 
E X ap :0< a; <p if 
i>-« 

剩余 类 域 Z,/pZ, = Z/pZ. 

B) 设 K = kT), p &—^Eack 处 的 次 数 为 1 的 位 ， 取 
Dp =T -a, S= k, Op ERRE kh T-a Taylor 级 数 构 成 
的 ， Up 则 由 那些 在 a 处 不 为 0 的 Taylor 级 数 构 成 ， 在 p 处 的 剩 
余 类 域 同 构 于 . 域 Ky ROEGUR URBE k((T — a)), "E SF JE SR 
Fe RB BE k((T)). 

习题 11 (1) 将 Q 中 元 素 -1 和 1/r, 其 中 pir. 展 成 系数 在 5 中 ， 
变数 为 p 的 Taylor 级 数 . 

(2) k(T) 中 元 素 1/(T — 0) (b a) 展 成 系数 在 天 中 ， 变 数 为 了 -a 
的 Taylor 级 数 . 
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由 于 赋值 | jp 定义 了 上 的 度量 ， 故 给 出 了 Ky 上 的 一 个 拓 
扑 ， 容 易 验 证 ， Ky 关于 这 个 拓扑 是 一 个 拓扑 域 ( 即 域 运 算 关于 此 
拓扑 是 连续 的 ). 理想 集 {Pp : n > 0} 构成 0 RRR, 使 得 Kp E 
为 一 个 加 法 拓扑 群 是 局 部 紧 的 ， 且 为 全 不 连通 的 ( 即 每 个 点 都 是 一 
TEDE, REFAN). 从 而 Op 以 及 Pp (n > 1) tha MF 
XB). (EE Up 有 一 个 自然 的 滤 链 (filtration) 

Up D1+Pp D1+P d--- 
(关于 滤 链 可 参阅 参考 文献 [2], AM PEA, ARE 
BD aD), 并 且 有 下 面 关 系 : 
Up/1 + By = (Op/9,)". 
1+ P/L Eg EOM, ko12... 

从 而 群集 {1+ By :n > 1) 构成 了 1 PAB, (CILE eae 
Ky 也 是 局 部 紧 的 ， 而 且 Up 是 既 开 又 紧 的 .注意 这 里 Ky EH 
扑 是 由 Kp 的 拓扑 诱导 出 而 得 的 . 

上 面 讨论 的 赋值 是 非 Archimedes 赋值 ， 于 是 位 p 被 称 为 天 的 
非 Archimedes 位 或 有 限 位 . 当 是 一 个 涌 数 域 时 ， 太 的 所 有 
赋值 都 是 非 Archimedes 的 . (824 K 为 数 域 时 ， Archimedes 赋值 
是 存在 的 ， 它们 导出 的 Archimedes 位 或 无 限 位 . 更 精确 一 些 ， 
BK AQ ER n KAR, WEE EEK, 使 得 KK = QE, < 在 Q 
上 的 不 可 约 多 项 式 f(z) KAA n. 设 6,6 多 项 式 f(x) 的 实 
根 ， 和 HE Enin SERR, Wn =r, + 272. 这 
CARI EHRM. SK 到 C rl n A Q BA GE YUH 


ESE, dmleeqn 
和 
刀 FL ry, 
于 是 oi(K) 为 R 的 子 域 ， BK) C 的 子 域 ， 由 通常 及 或 C 的 
绝对 值 在 嵌入 像 上 的 限制 就 可 诱导 出 K 上 的 赋值 ， 而 且 K 关于 
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这 些 赋值 的 完备 化 就 是 R 或 C. 另 一 方面 ， 注 意 到 髓 入 7i 与 万 
诱导 出 A 上 同一 个 赋值 ， 而 cl om rm ns WEH K E 
不 等 价 的 赋值 ， 它 们 统称 为 K 上 的 Archimedes 赋值 . 我 们 说 K 
有 ri 个 实 位 和 rs 个 复位 . 

习题 12 (1) 验证 这 7 +r: 个 赋值 是 Archimedes 的 赋值 

(2) 证 明 由 91, s 05, Ti s Try 诱导 出 的 这 ri + r 个 赋值 两 两 互 
不 等 价 . 

一 个 域 如 果 是 数 域 或 者 是 常数 域 为 有 限 域 的 单 变量 函数 域 ， 
则 称 之 为 整体 域 . 设 v 是 整体 域 K 的 一 个 位 ， 则 OK 在 v 处 的 完 
备 化 K 称 为 是 局 部 域 . 于 是 局 部 只 能 是 Kp, R 或 C, 我 们 也 称 
R 和 C Jj Archimedes 局 部 域 , Ky HIE Archimedes 局 部 域 . 注 
意 ， 局 部 域 都 是 局 部 紧 的 . 天 ， 上 的 标准 赋值 | |, 定义 为 : 

| lp， A, = Kp, 


| n = | IR. EK, = R, 
| le: EK =C. 


在 复数 C 的 情形 ， PR HERCLE CHE E HI CP E EO MES d 
间 一 个 复位 这 一 个 事实 而 得 的 . 

整体 城 上 的 每 个 非 Archimedes 位 对 应 了 -个 赋值 的 等 价 类 ， 
其 中 如 上 定义 的 称 为 标准 赋值 ， 这 样 选择 的 原因 是 为 了 使 于 后 面 计 
论 乘积 公式 ， 赋值 论 中 一 个 著名 结果 是 ， 一 个 整体 域 的 任意 非 平 
几 赋 值 等 价 于 | |R 或 | |c 或 某 个 标准 的 p-adic 赋值 (参见 参考 文 
献 12] 或 [4], [9] 4). 

下 面 我 们 以 一 个 十 分 重要 且 又 基本 的 结论 — Hensel 引 理 来 
结束 这 一 节 . 

Hensel 引 理 4 K 2—+4E Archimedes 局 部 域 ， 其 整数 环 
为 O, 极 大 理想 为 pb x ji F(t) 为 系数 在 O 中 的 一 个 多 项 式 、 假 
H Flr) Hop GR ER F(x) 可 与 成 系数 在 OJp 中 的 互 素 多 
项 式 g(a) fo hiv) 的 乘积 ， 则 存在 系数 在 () 中 的 多 项 式 G(x) 和 
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H(z), 它们 模 p 后 分 别 等 于 g(x) 和 h(x), 使 得 
F(z) = G(z)H(z), E. degG = degg. 
证 Go(x) fl Ho(z) FHA g(x) 和 h(z) Æ O[z] 中 的 一 个 


提升 . RAIA, O 上 多 项 式 Co(z) 和 Ho(z) 模 p 后 分 别 为 g(z) 
和 h(x), 并 且 deg Go = deg g, deg Ho = deg h. MI) 

F(x) — Go(r)Ho(z) = wF; (z), 
XE co 是 p 的 局 部 单 值 化 元 素 ， 珠 (zj) € O[z], deg Fi € deg F. F 
一 步 解 方程 

F(x) 三 (Cotz) + wgi(x))(Ho(2) + wh (z)) (mod p?), 
其 中 g, M € O[z]. 这 等 于 说 求解 方程 
Fi(z) = 91(x)Ho(x) + hi(z)Go(x) ( mod p). 

或 等 价 地 ， 在 O/p[z] 中 求解 方程 

Fi(z) = n (z)h(z) + hi (2) 9(2). 


HF g, h 是 互 素 的 ， 故 后 一 个 方程 是 可 解 的 ， 我 们 选择 页 和 h, 
使 得 deg gr < degg (那么 自然 地 有 degh, < deg F — degg). Vit 
ni hi BHA gi fü hy 在 Ofz] 中 的 提升 ， 使 得 


deg gı =deg5 和 degh, = deghi. 
则 取 
Gi(z)- Go(z)+ wg(z) 和 Ay(x) = Ho(z) + coli (x), 


从 而 有 deg G1 = degg, deg Hi < deg F — deg g, G = 9, Hy = h, # 
HFE F e Olz), 使 得 


F- GiH; = to? Fo, 
GR, deg F, < deg F, < deg F. 同上 面 一 样 继续 求解 方程 
F(x) = (Gi(x) + e? go(x))(Hy (x) + w7ho(x)) (mod p?), 


PEF 局 部 域 和 整体 域 59 


且 将 此 过 程 进行 下 去 , 我们 将 得 到 两 个 多 项 式 序列 {Go, G1,…} 和 
(Ho, Hi , 其 中 
deg Gig, = degG;, Gis: =G; (mod p'*!), 
Hit1 =H, (modp/*!), F(x) = Gi(z)Hi(z) (modp'*!). 


从 而 这 是 两 个 Cauchy 序列 ， 取 极限 ， 设 它们 分 别 收敛 于 G) 和 
A(x), WERA, degG = degGo = degg, G=9, H =h, È 
F(z) = G(z)H(z), 由 此 引 理 得 证 . 

习题 13 Rp 为 整体 域 Kk 上 的 有 限 位 ， 多 项 式 


f(z) 2 z"-ra, iz" 十 :十 ao 


的 系数 os -1 ao 都 在 p 中， 但 ao 不 在 p? 中 ， 证 明 f(x) 不 可 约 (这 
是 Eisenstein 不 可 约 判别 法 的 推广 )， 进 而 讨论 多 项 式 zz + 1, z2 + 2 及 
z^ +3 在 3-adic 数 域 Qs 中 的 因 式 分 解 . 

3E 14 dB K 是 常数 域 为 上 的 单 变量 函数 域 ，vw 为 K 上 次 数 为 
n 的 有 限 位 ， 设 o X Ky 的 任意 局 部 单 值 化 元 素 ， 证 明 K AUTER 
FEB kn (00s )). 
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H K 是 一 个 关于 赋值 | I 的 非 Archimedes 局 部 域 , LEK 
的 次 可 分 扩张 ， 下 为 K 的 代数 闭 包 ， 那 么 存在 nn 个 下 上 的 由 
LF) K PARA 0, ,an HFK n 个 嵌入 我 们 可 以 定义 工 中 
元 素 z 的 迹 
Tr pK (2) = o1(z) +--+ + On(z) 


与 范 
Nrk(2) = 01(z)--+on(z). 


可 以 证 明 ， 迹 映射 是 从 加 法 群 工 到 加 法 群 K 的 一 个 同 态 ; 范 
映射 则 是 乘法 群 Lx 到 乘法 群 Kx 的 一 个 同 态 . 进一步 , HM 是 


60 数论 及 其 应 用 


了 的 一 个 包含 RK 的 子 域 ， 则 
Trey Trang ° Tryna: 
Nik = Nate 9 Np. 

AG KICK 2 的 迹 Tr pK (2) 和 范 NL/k (2) BEEN 上 的 不 可 约 多 
项 式 的 系数 之 同 的 关系 是 与 有 限 域 时 的 情形 一 样 的 (28 4,98 — EE). 
这 些 关系 的 阐述 及 上 述 结论 的 证 明 , 我 们 作为 练习 留 给 读者 完成 

在 这 一 节 中 ， 我 们 感 兴趣 的 是 如 何 将 NO 上 的 赋值 | Lae 扩张 
为 上 的 赋值 | [Lo 假定 这 样 是 可 以 做 到 的 ， 当 工 为 的 Galois 
扩张 时 ， := WARIA I FENCE, DRUG 

(zl? = ial donee m INz;kG = Nire 


这 表明 


jelt = [Nijl 


注意 这 个 公式 在 二 不 是 天 的 Galois 扩张 时 也 是 有 意义 的 ， 下 面 
的 定理 是 说 这 个 公式 的 确 给 出 赋值 | Ix Æ L 上 的 扩张 

定理 1 i K ABAE Archimedes 赋值 | lay 的 局 部 域 ， 工 
是 五 的 次 数 为 n 的 域 扩 张 则 | |K 在 二 上 有 唯一 的 一 个 的 赋值 
扩张 i, 它 由 下 式 给 出 

lz], = |Nzjx«(z) Pu ZEL. 

更 进一步 ， 域 上 关于 该 赋值 还 是 完备 的 . 

证 先 广 存在 性 ， 对 工 中 元 素 2. 定义 

izl = [Nyyr (2) d". 

UR, BEUE | n 就 是 我 们 所 需要 的 赋值 ， 只 需 丰 明 : 对 工 中 任意 
元 素 2 和 w 均 有 三 角 不 等 式 1z+2 人 Saimnax 人 (lz fel.) 成 立 ， 这 
等 价 于 证 明 对 工 中 满足 INyjn(z)lk € 1 HERK 2, YH 


INjyx(l + zx <1. 
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设 fla) — xU tay ax! + + 是 z 在 关上 的 不 可 约 多 项 
式 ， 由 根 与 系数 的 关系 
(ag(— 1) m 一 Nyy (2) 


Ay laola <1. 换 句 话说 ，ao 是 五 上 的 整数 ， 即 a e On. MA 


f(-)) = (CD N kiyk(1 + z) 
E (-1)™ 十 (-1)" a, | +o ao. 


所 以 如 果 我 们 能 证 明 所 有 系数 a 均 是 天 PEE TS, BAR 
值 定义 即 得 Nac)yk(l1+2z) WE K 的 整数 .进而 Nyse oz) 为 
K EWER, WEE K ERE INL cz) < 1, 从 而 存在 性 得 
uk. 

现在 我 们 就 来 证 所 有 的 系数 a MAK 上 的 整数 . MARR. 
Bey FEE layla > lailk (i = 0,…,m 一 1) 的 最 大 下 标 ， 则 由 假设 
知 lay 21H j»0,m35 i» 7M, lay < lale. 以 pr 表示 
On 的 最 大 理想 ， 则 有 oj ce py, 以 及 对 任意 的 满足 -1>i>j 
IN i] osa; epp Orla) 中 的 多 项 式 a f(x) H RBH mod pj 
后 得 

a; f(x) = g(e)h(e), 

其 中 A(x) = 1, gl} = aj! f(x) sat... 为 一 个 Ox /p, (r] 中 的 
次 多 项 式 (注意 0 <j < m). 利用 Hensel 引 理 得 ， 存 在 Og [r] 中 
ASA W 5 H, 其 中 G 的 次 数 为 了 < m, 使 得 


a; f(x) = G(z) H(z), 


J 
从 而 多 项 式 H 的 次 数 为 m —j > 0. 但 这 与 /的 不 可 约 性 矛盾 ， 由 
此 证 明了 所 有 系数 oj 均 应 为 K 上 的 整数 . 
现 证 唯一 性 . 将 工 视 作 天 EEn 维 向 量 空间 ，| lx 在 过 上 
的 扩充 赋值 {||| NER 


lezi] = jalx liz]. acK, xc L. 
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给 定 L 在 K 上 的 一 组 基 (oin 对 L 中 任意 元 素 T. id 
B= wy ts: +anun, a: € K. 


定义 ||zllo = max jasle, 显然 ， 它 是 世上 的 一 个 范 数 . A || | HEA 
L 上 的 范 数 等 价 于 || lo 则 工 上 任何 | |x 的 扩充 赋值 均 互 相等 
价 ， 从 而 得 到 | i. 的 唯一 性 ， 又 因为 工 关 于 | llo 是 完备 的 ， 所 
以 完备 性 也 由 此 得 到 ， 于 是 定理 1 可 由 下 述 结果 得 证 . 

定理 2 设 到 是 一 个 具有 赋值 | jk MH, LAK LA 
限 维 向 空间 ， 则 L 上 任意 满足 关系 


lez|| = jajx izl, ae K, reL 


的 范 数 || | 均等 价 于 前 面 所 定义 的 范 数 | llo. 此 外 ， 工 关于 该 范 
数 是 完备 的 . 
证 我 们 只 需 证 ， 存 在 正常 数 u 和 v, 使 得 对 任意 的 ze 工 ， 
a f 
lell € ullzllo | alo < wllzll. 


HWE u= [los] + onli, XE x — aw H Quo, € L, 我 
们 有 
l|] = arwi +-+ anw] 
< laauall +- + lanwal 
= Jeilk leill + + Janig liesll € allel. 


从 而 第 一 个 不 等 式 得 证 . 

为 证 第 二 个 不 等 式 ， 仍 记 x = ow + 二 own 定义 [x]; = 
lailk， 显然 ， 我 们 只 需要 证 明 存 在 正常 数 Vis Un, 使 得 [x]; < 
vilel. 3$ n = 1 时 这 是 明显 的 ， 归 纳 假设 nn 一 1 时 断言 为 真 ， 在 
nW, BEV ÆR ay wna EK 上 张 成 的 n 一 1 维 子 空间 ， 记 
IAJ EV 上 的 限制 ， 由 归纳 假设 ， 我 们 在 VV 上 总 可 找到 
Poin 使 得 小 BOF LI, AV BREN. E o, 也 存 
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E, Wr=ar(V)+ annwn, XH 2(V) = oii +o +A I x 
EV Em mE. wupálcizn-1lt, 

|; = jx (V)li € villz(Vl € vitllzll + lenwnl)) 

< villel + lela llenll) € O + val) ill 

于 是 我 们 可 取 n = viO + ollwnl, 进而 此 时 visos 也 是 存 
在 的 ， 故 定理 正确 . 车 vn DHE, WEE L 中 序列 {xj};>i1, 使 得 
[zjln > mlz 放 显然 z; € V. 又 因 该 不 等 式 在 乘 上 非 零 常数 后 保持 
不 变 ， 故 可 设 

rj = aj H t Ajn- ct wa, ai € K. 


这 表明 jei] « 1/7. 因此 当 了 一 œf, 2; 2 0. 于 是 


lim (x; 一 wy) = —Un; 
joo 


另 一 方面 ， zj -wi 为 闭 子 空 间 V 中 元 素 ， 不 可 能 在 V 外 有 极限 
点 ， 这 就 导出 矛盾 ， 从 而 w EEE, Bon, 也 一 定 存 
在 ， 利 用 归纳 法 ， 定 理 断 言 成 立 

iE (1) 以 Or 表示 域 L 关于 赋值 | | 的 整数 环 ， 可 以 证 明 
OL 中 的 任意 元 素 在 Ok 上 是 整 的 ， 反 过 来 ， 对 上 中 元 素 rn BC 
在 Ok 上 是 整 的 ， 则 其 范 数 应 在 Or 中 ， 因 此 它 也 应 在 O H. 
从 而 Or 是 由 那些 在 K 上 整 的 工 中 的 元 素 构成 的 ， 换 各 话说 ， 两 
个 “ 整 ” 的 概念 是 一 致 的 . 

(2) 定理 1 对 Archimedes 局 部 域 也 是 成 立 的 . 这 是 因为 |zlc = 
ZIR (z € C) 也 是 C 上 的 一 个 赋值 ， 而 唯一 性 的 证 明 对 域 C 也 
是 成 立 的 . 

习题 15 ”完成 上 面 注 中 断言 的 证 明 . 

习题 16 在 上 面 注 (1) 的 假设 下 ， 证 明 


Tr ;,,k« (OL) 2 Ox. 


在 定理 1 的 记号 与 假设 下 , 我 们 用 OL, Ok 分 别 表示 L, K 中 
的 整数 环 ， 用 pr 和 pr 分 别 表示 Or 和 On 中 的 极 大 理想 ， 且 
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On (py = Pe: 剩余 类 域 Oz /pi 为 剩余 类 域 Ok /pi 的 扩张 ， 设 
wi wp 为 Or 中 一 组 元 素 ， 它 们 模 py 后 所 得 的 元 co wy 
是 Ok /pr REA KM, MARA ATE er wy 在 天 上 也 
是 线性 无 关 的 ， 事 实 上 ， 如 果 它 们 有 一 个 非 半 凡 的 线性 关系 


Qywy +o afwys = D, 


可 以 假定 a; € On, 并 且 不 是 所 有 的 a; 都 在 pr 中 . Mp, 后 ， 上 
式 给 出 了 一 个 关于 Tp Dy 的 非 平凡 线性 关系 ， 这 与 Dios Oy 
的 线性 无 关 性 矛盾 ， 上面 这 一 断言 就 说 明了 Or/p, 为 OK/Pr 的 
一 个 次 数 fix n= [L: K] 的 有 限 扩张 ， 常 数 三 称 为 扩张 L/K 的 
剩余 类 域 次 数 . 我 们 固定 五 中 局 部 单 值 化 元 素 wk W OL Pe BB 
值 化 元 素 oL, 由 于 wk € pz 所 以 存在 正 整 数 e, 使 得 coy = ual, 
其 中 心 为 工 中 的 单位 ， 从 而 


lokle = [elt 


RATER e 为 扩张 L/K 的 分 歧 指 数 . 
定理 3 RK Lief 如 上 定义 ， 则 


[L:K]=n=ef. 


证 RS 为 剩余 类 域 Or/pr 在 Or 中 的 一 个 代表 元 集 ， 我们 
知道 ，L 中 任意 非 零 元 均 都 可 以 写成 一 个 系数 在 5S 中 ,变数 为 cy 
的 逢 级 数 . 此 外 ， 对 任意 整数 j, 由 于 ol 总 可 以 写成 由 zf zz 中 的 
ER, HH wj €u,,i Am 为 整数 是 0<i<e-1. 于 是 工 中 的 
每 个 元 素 均 可 写成 

e-] 

Y X mm wn 

i0 m»-—oo 
ER, RP sim CS. WS 是 剩余 类 域 Ok /pi 在 Oy 中 的 -个 
RAH, Ror, wp 为 OL 中 一 组 元 素 ， 使 得 模 p， 后 ， 它 
们 构成 OLYpi 在 Ok /px 上 的 一 组 基 ， 则 我 们 可 选择 S 为 集合 


Bie BaF KHIR BEEN 


(usce Led e 这 表明 jm; (IX js f,0<i<e-]) 
在 六 上 生成 了 作为 线性 空间 的 域 L. 
现在 还 需要 证 明 ww (1<j<f,0<i<e- 了 1 在 A 上 是 线 

性 无 关 的 .如 若 不 然 ， 设 

So aww; = 0 

uy 
ÈK 上 一 :个 非 半 儿 的 线性 关系 , 其 中 i 与 j 的 求 和 范围 是 1 <j</ 
MO<i<e-l. 我 们 可 假设 所 有 的 a; HE Ok 中 ， 且 存在 一 些 
ai; 是 单位 ， 设 

io = min {m :存在 j, 使 得 ov 为 单位 }. 

JEU icd B ESI, Qi; E Pk. 从 而 


» dium, € ppt. 


iJ 
?天 20 
了 是 P auem Epp ', B à, aiojuj € py. E py, 我 们 在 
JS 1<i< 


OL/pr 中 就 得 到 关系 


T 
2,5 -0 


这 是 Ox /py 上 个 非 平凡 的 线性 关系 , 5 orco; fEOn/py 上 
的 线性 无 关 性 矛盾 . 从 而 假定 错误 ， 这 样 我 们 就 证 明了 wim, (1€ 
JS 0O<si<se-1 构 成 了 在 K 上 的 一 组 基 ， 定 理 得 证 . 

以 4 表示 剩余 类 域 Ok /pk WH. 假设 | |k A K 上 使 得 
lokle = 9 的 标准 赋值 | |p Al le 在 工 上 唯一 的 扩张 x 
以 | | 表示 工 中 等 价 于 | 1z 的 标准 赋值 ， 于 是 


Jeu] = IOrfoz|^* = a7. 
我 们 希望 能 精确 地 描述 赋值 | |. 为 此 ， 利 用 定理 3 可 得 


lar] = [mu mq ma" = lop |i. 


66 数论 及 其 应 用 


由 此 就 知道 | | 在 上 限制 恰 为 | R. 结合 定理 1, 我 们 即 得 到 下 
面 结论 
推论 1 设 开 为 具有 标准 赋值 | [x HAAR, LAK Hn 
次 可 分 扩张 ; 又 设 | LU | |k 在 世上 的 扩张 .那么 等 价 于 | l 
的 标准 赋值 可 由 下 式 给 出 
三 KR 2 EL. 


习题 17 设 天 是 一 个 非 Archimedes 局 部 域 LA K bn ways 
扩张 ， 设 剩余 类 域 Ok /pxk WHA q, 剩余 类 域 Or/p， 的 势 为 qf, 扩张 的 
分 歧 指 数 是 e. Won = ef. 

(1) 证 明志 中 含有 一 个 a! — 1 次 单位 根 (提示 利用 Hensel 5188). 

(2) BEX LPK q^ —1 次 单位 根 M = K(£). 证 明 M 是 天 的 一 
个 次 数 为 f 的 非 分 歧 扩 张 ， 即 扩张 M/K 的 分 歧 指 数 是 ILS M 的 全 
分 歧 扩 张 ， 即 扩张 M/K 的 剩余 类 域 次 数 为 1. 事实 上 ， ELPRE 
意 非 分 歧 扩 张 均 含 于 M F, Mi M A KE LPR RAR SHR. 

(3) Ro. 为 py 中 的 局 部 单 值 化 元 素 ， 设 f(z) = zr arum + 
tao 是 wr 在 M 中 的 不 可 约 多 项 式 ， 证明， ai € pu, ao € Py -ph 
， 以 及 r =e. 进而 证 明 工 = M (wm). 

习题 18 i K 是 一 个 非 Archimedes 局 部 域 ， MIK, L/M 均 为 有 
限 可 分 代数 扩张 ， 证 明 它们 的 分 歧 指 数 与 剩余 类 域 次 数 之 间 有 下 关系 : 


EL/K EL/M ` ÊM/K, fuk = NI ` fmx. 
设 五 是 一 个 域 ， LAK th n 次 扩张 ， 记 1 = ,---,w, 是 
Le 天 上 的 一 组 基 ， 则 


Gu = X aija Wk, Qk EK. (2.1) 

k=1 
注意 : 在 同 构 意 义 下 ， 这 些 关 系 唯一 -ME L 设 4 是 一 个 包含 K 
的 环 ， 张 量 积 AQGOLL A Yew 组 成 ， 其 中 c; € A. MRE 


度 看 ， 这 个 张 量 积 是 一 -个 环 ， 其 中 加 法 由 分 量 加 法 给 出 | 乘法 则 由 
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(2.1) 式 给 出 . 注意 到 A ADL BRAM AQ, L PA, PMR 
在 A 上 定义 有 拓扑 的 话 ， 由 A 上 的 积 拓扑 ， 以 及 同 构 


n 

Cl Cn € A^ — GwE A L 
1 K 
1— 


就 可 以 诱导 出 4Q@r 工 上 的 拓扑 . 

习题 19 证 明 张 量 积 ASK 上 上 的 代数 结构 及 拓扑 结构 都 不 依赖 于 
基 {w ,wn} 的 选择 . 

定理 1 指出 了 一 个 局 部 域 的 赋值 在 该 域 的 任意 有 限 扩 张 上 有 
唯一 的 扩张 ， 下 面 这 个 定理 则 要 解释 当 基 域 是 整体 域 时 的 情况 . 

定理 4 设 太 是 一 个 整体 域 ,， 工 为 玉 的 nn 次 可 分 扩张 ,又 设 
v È K 的 一 个 位 ， 则 至 多 有 mn 个 工 的 位 可 整除 v, 即 有 上 的 赋值 
| ls 至 多 可 扩张 为 n AREA) L ARA. w, ow, (r <n) 
AL 的 所 有 能 整除 v 的 位 ， 分 别 用 K, 和 Lu 来 表示 WK fo LX 
于 对 应 位 的 完备 化 ， 则 我 们 有 下 面 代数 和 拓扑 上 的 同 构 


KG LE Lu, BB. (2.2) 


其 中 等 式 右边 赋 以 积 拓扑 . 

证 由 假设 可 知 ， 存 在 元 素 上 5e 工 使 得 二 = KE). 设 f(z) 为 
《在 天 上 的 不 可 约 多 项 式 ， 将 f(x) 在 及 ,上 分 解 为 不 可 约 因子 的 
RB f(z) = filz) fela). 由 于 扩张 L/K 是 可 分 的 ， 故 f; 两 两 
AR. 显然" < n, 于 是 利用 中 国 剩余 定理 ， 在 代数 上 有 


Ky Gy L € K, Qx Kz) (fz) & Kolel/(F(2)) 
= IE Klah), 
这 里 每 个 Ko[]/U (2) 均 为 天 的 有 限 域 扩张 在 上 面 同 构 中 元 
R ETE KE/CA(z)) PRB z+ (f(w)), MEE T] 所 加 Ma 
ixl 


PBA (2+ (iG) m + 0,0). 因此 ， 对 每 个 1<i<y, ok 
AE z- (file) SHUT — 8 KE 到 天 四 /CA(z)) 中 的 单 同 
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态 ， 由 于 了 = K(t] 是 -- 个 域 ， 这 表明 工 可 以 嵌入 到 每 个 大， 的 有 
限 扩张 Wale /(file)) 中 去 我们 记 后 面 这 个 域 为 L, 以 | h 表示 
赋值 1 |. Æ Li LEPIK HF K EK PRAE, 故人 Bk bab 
EKQ LERE EE L pfe L PRE TERA] |, 
Æ L 于 的 限制 对 应 了 二 E-A w 而 Li 恰 为 该 位 对 应 的 完 
备 化 Lu 

我 们 还 必须 进 明 这 些 | |, 都 是 不 同 的 ， 并 且 它们 述 是 | | 在 
L 中 的 所 有 扩充 . 设 | | 是 在 | h 中 的 一 个 扩张 ， 则 | | 可 连续 扩 
KH K Qg L LNT ABM, 我们 仍 记 为 | 1, 它 应 满足 性 质 

Ja8| = Ja] - 18], 
和 
la + 3] € max(lal60)， 车 | le 为 非 Archimedes 的 ， 

| la + B| € jaf + {6}, #5 | |v 为 Archimedes 的 . 

现在 考虑 | | 在 L 上 的 限制 ， 若 存在 a € Li, 使 得 la| z 0. 则 由 
lo] = 18] - lod! | #0 

^, x Oe LY, BER I8] £0. 从 而 | | 在 上 ;上 是 | b ms 
赋值 ， 进 而 由 定理 1 知 它 等 于 | |i. 由 于 | | EKR LESS, 
故 它 一 定 在 某 些 L LAS. 这 表明 所 有 上 |. EL 上 的 扩充 一 定 
{| eest b) 中 .进一步 ， 如 果 存 在 i 与 j. ERIT I. 
那么 我 们 取 | =] k=] j 这 将 导出 | | AL, 与 上 ; EAR 
零 ， 如 果 将 a €E Li M Be LS MATE AL Oy hb PMR, WA 
在 Ky Or L 中 有 


aß z (0, .. Oa, 0 5, 08,0 0 三 (0 IE. 
1 H 
Bit 第 ;个 


于 是 0= JO] = Jad} = lo]-18| 0， 这 是 不 可 能 的 ， 从 而 让 明了 定 
理 的 代数 部 分 . 
剩 下 来 是 证 明 (2.2) 式 也 是 一 个 拓扑 同 构 .对 
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T = (TOr) € Ly, BO Blu, 


ello = max ese 


WI do A AY 上 向 量 空间 Le, Oo DL, 的 一 个 范 数 ， 它 诱导 
出 税 拓扑 ， 另 一 方面 ， 定 理 2 BRIL A, 上 有 限 维 向 量 空间 的 
任意 岗 个 范 数 都 是 等 价 的 ， 于 是 || lo 诱导 出 AL, 上 上 的 张 量 
积 拓 扑 ， 由 此 定 埋 得 证 ， 

推论 2 设 K AERA, LA 的 有 限 可 分 扩张 ， 
是 K 的 一 个 位 ， ,tr Rv AL 上 的 扩张 . REEL, nl 


Nu (6) = IN, pw. (6): 
a=] 


Trel =J Tr,, yw, (E. 
i=l 


证 与 前 面 的 证 明 相 同 ， 我 们 有 
> [Lu :Ku =n = [L: K]. 


i=l 
Hilt, HEER EEK 成 立 ， 下 面 我 们 假定 teL 上 且 K(£) - L. Wi 
f(x), fia) 与 定理 4 证 明 中 的 相同 ， 则 有 
Nap (8) = (=A), NL, ye, (€) = (-1) 9 f (9), 
以 及 
Tr,k(£) = -f 中 xz”! 项 系数 
Try yr, (E) = — f; rp gl» 项 系数 . 

由 于 f(z) = file) fele), Me € 的 整体 范 数 与 局 部 范 数 、 整 体 迹 
与 局 部 迹 的 关系 惟 如 推论 所 言 . 最 后 ， 假 定 M = K(£) 是 一 个 中 
EER, Bus 为 M 的 所 有 可 整除 v 的 位 ， 则 ww, 也 
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是 工 中 可 整除 某 些 v 的 位 ， 对 M 的 一 个 固定 的 位 wi 我 们 有 
I] Neus © = I[ Nate ye New, sate, (0 


ty pea wit 


从 而 
TP Nin, sa © - [E I] NL, ii) 
uy viju wy ]vi 
= I[ Nan. Or 
E 
= Nyuk(£) = NL (E). 
同 理 可 证 


Tre) = 5 Tr 1, (c, (£)- 
i=} 


推论 3 设 人 是 一 个 整体 域 ， 工 为 的 有 限 可 分 扩张 ，v 
为 K 的 位 ， Why Wp 为 L 的 可 整除 vU 的 位 . YA | ls 和 和 | lu. 2 
AAT Ke 和 Lu, 的 标准 赋值 bec L,À 


T 


Ney Olo = Tels. 


il 

证 明 作 为 练习 留 给 读者 . 

定理 5 dE K 是 一 个 整体 域 ，£ € K^. 则 对 几乎 所 及 的 
位 w, 都 有 JE}, = L 

证 4K A Q BUB IX EA A eI, IX EHI SP 
Bg. EK 是 一 个 函数 域 ， 但 又 不 是 有 理 函 数 域 时 ， 可 找到 一 个 有 
ARATA F, 使 得 下 是 下 的 一 个 有 限 可 分 扩张 ; AK 是 一 个 数 
域 ， 我 们 可 取 已 为 有 理 数 域 Q. 设 f(x) = r” tay pa"! +--+ +9 
是 《在 无 上 的 不 可 约 多 项 式 ， 由 于 对 几乎 所 有 的 已 的 位 ai 都 是 
整数 ， 所 以 存在 一 个 由 有 限 多 个 F 的 位 构成 的 集合 S, 使 得 对 所 有 
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在 S 外 的 下 的 位 vw, a; 均 为 整数 ， 即 ai € O,. 必要 时 再 扩大 一 些 
S 的 范围 ， 我 们 还 可 假定 对 在 S 外 所 有 F 的 位 w 都 有 aol, = 1. 
WS 是 由 KK 中 那些 可 整除 5S 中 某 个 位 的 位 组 成 的 集合 ， 由 定理 4 
知道 这 个 集合 S 是 一 个 有 限 集 ， 对 K 的 每 个 不 属于 5 的 位 w, € 
整除 的 一 个 不 含 在 5 中 的 位 v, 这 样 上 在 O, 上 整 ， 从 而 由 定理 
2 后 的 注 知 它 也 在 Ous 中， 进而 由 推论 1 和 3 得 


Eho = IN, jp, (Ele = lao] F9 = 1. 


这 就 证 明了 对 所 有 不 在 S 中 的 位 w, 有 lel = 1. 

对 聘 数 域 的 情形 ， 上 面 的 定理 意味 着 , 对 一 条 定义 在 有 限 域 上 
的 非 奇 异 射 影 曲 线 C, 定义 在 C 上 的 有 理 函 数 只 有 有 限 多 个 零点 
和 极点. 

定理 6 ( 积 公 式 ) RK 是 一 个 整体 域 ，& 为 K PERA, 


J[ itle =1, 


HPwit KORA, | | 是 关于 位 ww 的 标准 赋值 . 
注 由 定理 5 可 知 ， 积 公式 中 的 无 限 积 [|6|。 事 实 上 只 是 一 


个 有 限 积 ， 从 而 这 一 乘积 是 有 意义 的 . 

证 情形 1: K = Q. 我 们 可 设 £=n 是 一 个 非 0 BH, Ken 
标准 分 解 为 素 因子 的 乘积 n= Ep p? ei > 0, p,p, 为 不 同 
的 素 因子 . 4i=1,2,---,r 时 ， 


则 


[nlp = p; *. 
对 不 是 MEE 中 的 任意 素数 P, 一 定 有 -]. 此 外 Int = 
n, 因此 

[[ Ie. =, 


其 中 v 过 Q 上 所 有 的 位 . 
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情形 2: K = kT) EARE k KWARKO, A 的 势 为 
g. W E= gT) AT) 中 一 个 多 项 式 ， 将 g(T) 分 解 为 首 一 不 可 约 
多 项 式 之 乘积 
WT) = agi (T) (D). 
其 中 a Ek*. e > 0, 9, s g 为 不 同 的 首 - -不 可 约 多 项 式 ， 以 
HN WA G(T) 为 局 部 单 值 化 元 素 的 位 ， 则 


lg(T)] a ^. 
其 中 fi 是 多 项 式 di m o. X u £v, un œ 时 ， 同样 有 
lale — 1. 


ISh, EF gT) 在 oo 有 一 个 阶 为 
deg g = 》 fe 
i=l 


的 极点 ， 以 及 oo 是 一 个 次 数 为 1 的 位 ， 所 以 


M5 
Ig(T)lo = q'7 
这 就 证 明了 在 情形 2 下 积 公式 是 正确 的 . 
情形 3: kK 是 下 = R kT) 的 有 限 可 分 扩张 WEER”, 
则 由 推论 3 知 
II. kes I Hiis I mue. 
w:K 的 位 v: 的 位 wle v: F 的 位 
由 此 定理 成 立 . 
在 函数 域 的 情况 ， 上面 定理 告诉 我 们 ， 对 一 条 有 限 域 上 的 非 奇 
异 射影 曲线 C, 定义 在 C. 上 的 非 0 有 理 函 数 的 零点 个 数 与 极点 
个 数 相同 (包含 重 数 )， 这 里 重 数 可 如 下 计算 ， He 在 一 个 f£ Br den 
Hà ox 处 的 阶 是 e W EE z 的 零点 个 数 为 fe 
推论 4 设 天 是 一 个 常数 域 为 上 的 通 数 域 ， 又 设 CE A*, 并 
Ast AK 上 的 位 E MA Y OQ 中 ， 则 《只 能 是 Ex 中 的 元 ， 
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证 明 留 作 练习 . 


§3 阿 代 尔 与 伊 代 尔 


对 一 个 定义 在 整体 域 KO 上 的 代数 群 G, 我 们 希望 知道 它 的 整 
WGK) 与 局 部 解 G(K,) 之 则 的 联系 ， 一 个 自然 的 想法 是 考虑 
ERRE TGA.) 其 中 过 天 的 所 有 位 ， 不幸 的 是 ， 这 个 无 穷 
采 积 没有 好 的 拓扑 性 质 . EARR, 我 们 对 该 乘积 加 上 -- 些 限制 条 
件 ， 从 而 引出 了 “限制 直 积 ”的 概念 . 

BAG joes 是 一 族 由 集 民 参数 化 的 局 部 紧 拓 扑 群 ， 马 E 
的 一 个 有 限 子 集 ， 对 任意 的 ve€ X — D, RIESE G, HUMER 
子 群 及 .对 也 的 每 个 包含 No WARTE S, 定义 

Gs= [[6. [[ R. 
ves veZ-S 

FARA ERCT BUB, JIE Gs 仍 是 局 部 紧 的 . 3$ 5, 和 Sy 是 
两 个 工 的 包含 XS 的 有 限 集 ， 且 S DS 则 Gs > Gs,, FA Gs, 
的 拓扑 可 从 Gs, 的 拓扑 中 诱导 出 来 . {G,} 对 于 (AL) 的 限制 直 
FRG 是 Gs 关于 5 在 包含 映射 下 的 正 向 极限 ， 于 是 

G= {e= te) e [[ Gu: LER RE Sy 中 的 wz, eH}. 

ved? 

设 U 是 G 中 的 集合 ， 车 对 任意 包含 D WARR S, UNG: BH 
的 ， 我 们 则 称 U lE C 中 的 开 集 . 由 此 ， 对 G 中 单位 元 的 任意 一 -个 
开 邻 域 ， 均 可 找到 包含 Sy 的 有 限 集 S, 使 得 该 邻 域 包含 了 某 个 类 
似 于 I] Ue II H, NES, 其 中 U, 是 G, 中 含 ] 的 开 子 集 . 


ves vE- S 
从 而 G 是 一 个 局 部 紧 的 拓扑 群 ， 且 不 依赖 于 Xy 的 选择 . 

习题 20 EA EERS. 

ATH WR OX = Se A K E, = 为 天 的 
Archimedes 位 集 (“4 K AKAR, 该 集 取 为 空 集 )， 首 先 考虑 
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G =G, 是 加 法 群 的 情形 ， 对 任意 的 ve Ex, 
G, = G(K,) = Ky. 


而 对 ve Vy — S, ME 


{Kohes 对 于 {Owjvezx -zs 的 限制 直 积 关于 分 量 加 法 及 乘法 构 
成 一 个 环 ， 称 为 的 阿 代 尔 环 , WE An. 于 是 


Ak = fes e [| K: 对 几乎 所 有 的 v, He, € e.) 
vELK 
从 定理 5 我 们 知道 ， 中 元 素 对 几乎 所 有 的 位 v HE O, 中 ， 于 
是 我 们 可 以 将 五 对 角 地 嵌入 An 中 去 . 
BLEEK 的 一 个 ?次 可 分 扩张 ， win ALEK EK 
一 组 基 ，72 为 WM, w, w, 是 工 的 可 整除 v 的 位 .定理 4 
告诉 我 们 ， 无 论 在 代数 上 还 是 在 拓扑 上 ， 都 有 同 构 


K, Qp L= KB OB Kwon S Lu, OQ Lu, . 


我 们 希望 了 解 Our D POwn 50,0 qo. ZB HX 
KR. BR, OQ. GO. 是 由 KG L PEO, 上 整 的 元 素 
构成 .由 定理 5 知 ， 除 有 限 多 个 位 v PS wy, un EO, ES, 
从 而 Oro D- OOrun & T Ow, O OO P. 反 过 来 , HB 
是 一 个 K,@k 工 中 在 O, LEHER, w 


B= aw +--+ anun € Ky Ok L, 


其 中 ai € Ko Boon on È LI K WER RBH K p 
的 n K- HA, 对 z= myu + + nwn € Ky Qg L 和 任意 的 
|— 1,2,---,n, 记 


a) = zio;(w) Tee t Tnoi(wn) € Ky Or K. 
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二 Dz 5 Tr p, /K, (wi) 
j=l i=] 
= 5 Tr Ly, / Kv (x). 
ixl 
我 们 定义 Trzyk(7) 为 
Soe = Tr L, /K, (2). 
1 一 1 i=l 


因此 ， 若 z 在 O。 上 为 整 的 ， 一 定 有 Trrk(z)e O,. 由 关系 
B= aya, t c ous 


导出 下 面 矩 阵 方程 


(C . H c) " 
wir usus Vo Qn Bo 


RA w wn 是 天 -线性 无 关 的 ， 所 以 矩阵 W = (20) 有 非 0 行 
JIR. AH Cramer 法 则 可 得 


o det B; 
^i — deny 
go 
其 中 B 是 在 W 中 将 第 i 列 换 成 | : | 而 得 到 的 和 矩阵， 不 
Bm 


过 从 这 里 我 们 并 不 能 了 解 到 o; 的 很 多 信息 . 但 对 于 
2 _ det('B,B;) 


”det(:WW) 
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却 知道 得 多 -- 些 ， 这 是 因为 :WW = CIrz,k(wiu;)) EO. EHE 
PE, 'B,B, 亦 是 如 此 . 更 精细 一 些 , 由 定理 5 知道 d= det WW) 是 
K 中 的 -一 个 非 0 元 素 ， 所 以 对 KK 的 几乎 所 有 的 位 4, 均 有 jd]. = 1, 
进而 o? 及 o; BE O, 中 .这 样 我 们 就 证 明了 ， 对 几乎 所 有 的 K 
的 位 v. 元 素 GE Ow 四 四 On BI 

引 理 1 RA LARRAK An RTOP, worn A 
Lk K LMR, Ma K ALAMA A 


Ou, dO. = Ow, O Q Ou.. 


结合 定理 4 与 引 理 1 就 得 到 : 

引 理 2 R LARRAK An KTS HR, 则 Ak 办， 
同 构 于 AL 并且 上 = KK 的 k 上 可 对 角 地 骨 入 到 A, v. 

下 面 我 们 将 证 明 阿 代 尔 环 理论 中 的 一 个 基本 结论 . 

定理 7 设 是 一 个 整体 域 , 则 加 法 群 K 是 阿 代 尔 环 AL 的 
离散 子 群 ， 且 AA/K 关于 商 拓 扑 是 紧 的 . 

证 KF HQ RAR A LNA BER, (BÍS A 是 已 的 
有 限 可 分 扩张 . Wen = [E:F], w n EK EF EME. WE 
为 加 法 群 有 

Ak = Ap Qr K = Apu BB Apos. 

假设 我 们 已 证 明 F Æ Ar 的 一 个 离散 子 群 ， 且 在 Ap 中 存在 一 个 
KTR N, 使 得 Ap = F +0, K EEA QK = As 的 离散 
FH, FFA Ak = K+ Q, RP B= Qui +--+ Quy TRH Ag 中 
的 紧 子 集 ， 从 而 Ax/K = DK D) 也 是 紧 的 ， 因 此 我 们 只 需 就 
= Q kT) 这 两 种 情况 来 讨论 . 

情形 1: K =k(T). & 


N= Il O,, 


v€ Ek 


ETE An 中 是 既 开 又 紧 的 ， 对 位 w v Zoo it, We 的 局 部 单 
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值 化 元 素 co, 为 在 v 处 为 0 的 首 一 不 可 约 多 项 式 ， 当 vw = cc 时 ， 

则 取 wo, = 1/T. HARM v, RE v 处 剩余 类 域 的 代表 元 集 S 是 
KIT] 中 次 数 小 于 degv 的 多 项 式 集 ， 对 无 限 位 oo, 则 取 Sx = hk. 这 
OK, 中 任意 元 素 ze 均 可 写成 系数 在 Se 中， 变数 为 cos 的 第 级 数 


i ^ 
Ly = 》 SiD 81€ Sy. 


1»—00 


BR (2) = Oo sit 是 zk 的 极点 部 分 ， 对 Ag PEE 


ic 
T= (Zu) ve pn , 


只 有 有 限 多 个 位 vw 使 得 (z,) dE 0. 对 任意 两 个 不 相等 的 位 o 和 w, 
有 (ty) € Ow. 设 
r= Soleo), 


Ware N, Hr-r Shab yee, r-re Q. 这 就 证 明了 Ay = N 0. 
进一步 ， 由 推论 4 KNN = 大 是 有 限 的 ， 从 而 天 在 Ay rh Br 
散 ， 且 An/K = Q/k 为 紧 的 . 

情形 2: K=Q. X 


1 1 
N= ES Hz 
对 Q 的 有 限 位 p, 选择 局 部 值 化 元 素 ws = p. 取 Sp = {0,1,---,p— 


1} 为 p 处 剩余 类 域 的 表示 集 ， 对 O, 中 元 zw， 同 前 一 样 地 定义 
极点 部 分 (xp). 对 Ag 中 元 素 > = (zw), 由 于 对 几乎 所 有 的 位 p. 


(Lp) = 0, 故 
"= Ðe) 
p 
是 一 个 有 理 数 且 对 任意 的 p, 2, -re Zp. 这 样 我 们 可 找到 整数 


n, IEF} r-r- n 的 Archimedes 分 支 位 于 [-1/2,1/2] 中 ， 这 表明 
Aq =Q+2. 注意 到 


1 1 
(5) D4 
p 
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是 一 个 不 包含 其 他 有 理 数 的 0 的 开 邻 域 ， 因 此 Q 可 作为 离散 子 群 
RAF do 中 ， 并 且 


4Ag/Q & (x1 2 Jz = (R/Z) || z, 


是 紧 的 ， 由 此 定理 得 证 . 
下 面 来 研究 G = G 是 乘法 群 的 情况 . 同 前 一 样 , 取 卫 = XX 
和 Yo = Ly. X ve Sy, A 
Gy = G(K,) = Ke. 
M ve Dy ~ Ex. I Ay GO.) = Uy. {KX} 对 于 (Uy) 的 限制 直 
BAMOU K 的 伊 代 尔 群 , 记 作 Lic, 即 
Ix = {Gwe [[ Ar :对 几乎 所 有 的 wz et 
vELK 
注意 ， 从 代数 上 看 ， 7x 是 4k 的 单位 群 ， 但 在 拓扑 上 ， Ix 的 拓 
扑 较 An 的 诱导 拓扑 要 细 . 
习题 21 证明 I WARA c 2 关于 Ak 的 诱导 拓扑 是 不 连 
E. EEE, RRF De 的 拓扑 是 使 I 成 为 拓扑 群 的 最 弱 拓 扑 
定理 5 告诉 我 们 ，K* 可 对 角 地 嵌入 到 jx 中 . 商 群 I /Kx 
称 为 K 的 伊 代 尔 类 群 . 利用 K 在 处 完备 化 K。 上 的 标准 赋值 
| do 我 们 能 够 定义 一 个 由 T 到 正 实数 集 RSS 的 映射 | | 


Ir| = It. z= (r2) € Ik. 


我 们 称 它 为 WRM. PULSER AAO v, r, 都 是 单位 ， 所 以 上 
面 的 乘积 只 是 一 个 有 限 积 ， 即 范 映 射 的 定义 是 合理 的 . 

习题 22 证 明 范 映射 是 从 Tc 到 乘法 拓扑 群 ROS, 的 一 个 连续 同 术 ， 
HK IK 是 由 范 为 1 的 伊 代 尔 元 素 构成 的 . 

对 数 域 K, 范 映 射 的 像 是 所 有 的 正 实数 ， 并 且 


Ik = Ik x (有 >oju = Ik x RS, 
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这 里 ww 是 的 一 个 Archimedes 位 ，(R*Xo)w 是 K* 的 一 个 子 群 . 
4K 是 函数 域 时 ， 设 其 常数 域 是 有 9 个 元 素 的 有 限 域 , 范 上 映射 
| | 的 像 是 由 g ff — 1 q^ 生成 的 RX, 的 无 限 循环 群 ， 并 且 


Ik = Ik x (z) 21k xZ, 


其 中 yz 是 一 个 伊 代 尔 ， 且 |z| =". 

RAR (定理 6) 说 明 K 是 IL 的 一 个 子 群 ， 又 因 k Ay 
的 离散 子 群 以 及 Ik 的 拓扑 较 An 的 诱导 拓扑 为 细 ， 所 以 Kx 是 
Ik 的 ， 从 而 也 是 及 的 离散 子 群 . 

定理 8 RK 是 一 整体 域 ， 则 Kx 是 IL 的 离散 子 群 ， 且 
IL /Kx 关于 商 拓扑 是 紧 的 ， 

BR, 我 们 只 需 证 第 二 个 断言 . 为 此 先 介绍 一 个 几何 的 结果 . 
对 一 个 伊 代 尔 a = (a,), 定义 a 的 “界定 的 超 平行 体 ” P, 为 集合 

Pa = {z = (x) € Ax: [Lule < las], )- 
W P, =aP, 是 Ak 的 一 个 紧 子 集 . 由 于 Ak/K ERK, ÆA ik 
表示 Ak/K 的 Haar 测度 ， 使 得 Ak/K 关于 此 测度 的 体积 为 二 以 
HK 表示 Ak 上 的 一 个 Haar WE, CE AK/K 上 诱导 出 Ar. 则 
Po 关于 测度 UK 的 体积 有 限 ， 并 且 
Ak (Pa) = lala x (Pr). 

下 面 引 理 是 说 ， 若 已 的 体积 充分 大 ， 则 P, SG Kr 
个 元 素 . 

引 理 3 存在 常数 c > 0, 使 得 对 满足 lal > 1/c HEER AR 
a, 有 

P:-NK* ZØ. 

证 取 K 的 伊 代 尔 5 = (b), 使 得 当 v 为 非 Archimedes 位 

RY, b, =1; 34 v 为 Archimedes 位 时 ， b, = 1/4. 则 


P-PCH. 
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假设 PRAK 是 空 集 HA Da 与 KO 在 Ay 中 的 任意 平移 至 
多 有 一 个 公共 点 ， 这 是 因为 ， 若 yny B+ KV Pa 中 两 个 不 
AMA, Wa=yn-t D = 如 -x 是 中 两 个 不 同 的 元 H 
a- B € P, Par C Py. 这 与 假设 PL) C 为 空 集 矛 盾 . 设 f,f 分 
别 为 Ps 和 (Pao + K)/K 的 特征 函数 ， 则 我 们 有 

Pas f ods j E Set etn 


atk 


- -人 , Ten s [itn = 


Ax /K 
注意 ， 这 里 用 到 了 “对 任意 ze An, (x + K)(] Paus 的 势 总 不 大 于 
1 ”这 个 结论 ， 于 是 取 c= px (Ps), WA cal € 1. 从 而 对 任意 满足 
Jal > 1/c I AIR a, PAK” AB. 
有 了 这 个 引 理 , 我 们 即 可 以 证 明定 理 8. 设 ao 是 范 数 lao] > 1/e 
WERK. X 从 中 任意 元 a, 我 们 有 
la^! ao| = laol > 1/c. 
于 是 由 引 理 3 知 ， 存 在 非 0 元 a € KN Pia 使 得 ca € Pa. 
XA aa K* Ik= lie, 所 以 存在 B € K^, 使 得 D(aa) ^! € Ps. 
结合 这 两 个 讨论 ， 我 们 有 Be Pr A-AM, Pel K BRR 
又 是 离散 的 ， 从 而 是 个 有 限 集 ， Wr 
Pa[]K = (0,0... 


我 们 已 经 证 明了 «aae P | (aa)-! ceU Y Pay: 令 


t=] 


B= rod (U xn.) ， 


B'-í(relIk:mz,r WHE Bp}. 


我 们 可 以 找到 K 的 一 个 的 有 限 位 集 S, 使 得 对 任意 不 在 S 中 的 下 
的 位 v, (ag) » All (Yi)y 均 是 单位 ， 其 中 i= 1,2,---, 8, PAL, B* 是 
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II KX 的 紧 子 集 与 TU 的 乘积 ， 从 而 也 是 Ik 的 一 个 紧 子 集 . 
ves uES 


于 是 对 任意 的 a € Ij, 存在 a c K*, 使 得 aa € Bt. 这 就 证 明了 
I, /K* BI, QB 的 一 个 商 ， 从 而 一 定 是 紧 的 .定理 得 证 . 

下 面 我 们 来 谈 一 些 定理 8 的 应 用 . 首先 考虑 OK WO 
况 ， 由 的 位 生成 的 自由 Abel 群 称 为 K 的 除 子 群 Div(K). 除 子 
D= Tn v 的 次 数 deg D 定义 为 2; n, deg v. 注意 ， 这 里 n, EZ, 
且 对 几乎 所 有 的 v, ny = 0. 因此 deg D 的 定义 是 合理 的 . 这 样 我 们 
就 得 到 了 一 个 从 Div(K) 到 2 的 同 态 -次 数 有 映射 deg: D — deg D, 
HK Div?(K) 是 由 次 数 为 0 的 除 子 构 成 的 子 群 €. xL 6e KX, E 
的 除 子 定义 为 div € — D n.v, 其 中 mu BE v 处 的 阶 ， 由 定理 
5 和 定理 6 知 ， 对 几乎 所 有 的 位 v, 有 mv = 0 ， 以 及 次 数 

deg(div£) = dm deg v = 


因此 div £e Div? (K), 我 们 称 这 样 的 除 子 为 ERF. 主 除 子 全 体 构 
成 一 个 群 , WE Prin(K). 商 Div? (K)/Prin(K) RA K 的 Jacobian, 
记 作 Jac(K). . 
Mlk 中 的 伊 代 尔 xz = (ty), 定义 
divz = 》 (ord vLy)v. 
由 于 对 几乎 所 有 的 位 v, c, 是 单位 ， 故 divz € Div(K). 在 Div(K) 


上 赋 以 离散 拓扑 ， 则 映射 div : Ik > Div(K) 是 一 个 连续 同 态 ， 且 
EWH, RBA JIU. ERE, Mee Ik 有 


lz] 一 Il zulu = [Jao degr 一 gq deg(divz)， 
其 中 9 是 K 的 常数 域 的 势 ， 注 意 到 ， 范 数 为 1 的 伊 代 尔 子 群 Ik 


被 div BASIS Div?(K), K* 则 被 映 为 Prin(K). 于 是 div 诱导 了 


中 利用 Hecke 的 一 个 定理 可 以 证 明 次 数 映射 的 像 是 Z. 它 的 一 个 算术 证 明 可 
参见 参考 文献 [1]. 此 结果 我 们 将 在 第 五 章 84 中 予以 证 明 . 
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一 个 (代数 及 拓扑 的 ) 同 构 


a | (s x He) = Div? (K)/Prin(K) = Jac(K). 


XE IL/K* 是 紧 的 ， 所 以 Jac(K) 既是 紧 的 又 是 离散 的 ， 从 而 有 
m, Bj 
推论 5 RK XGA, A 
Jac(K) = Div®(K)/Prin(K) = Ix / K* [[u. 


是 有 限 的 . 

下 面 考虑 A 是 数 域 的 情况 . 对 A 的 每 个 非 Archimedes 位 v, 
Um, 表 K 的 整数 环 Or 中 对 应 于 v 的 极 大 理想 ， 以 F(K) 表示 
由 mv 生成 的 自由 Abel #. Prin(K) 是 由 非 0 主 理想 生成 的 自由 
Abel 群 ， 由 于 Ok 的 任意 非 0 理想 都 是 极 大 理想 的 积 ， 且 由 其 阶 
唯一 确定 ， 故 Prin(K) 是 F(K) FR. 商 群 F(K)/Prin(K) 称 为 
K 的 理想 类 群 CK). 

XI — T 8 UR £= (zs) € Ik, it V(x) 为 理想 

Il moder, 
v: dE Archimedes 
由 于 对 几乎 所 有 的 v, zw。 的 阶 为 0, 所 以 U(x) € F(K). Bp o: 
Ik > F(K), x — (z) 是 一 个 群 同 态 ， 对 FK) 中 元 
I 
v: IE Archimedes 
构造 Ik 中 伊 代 尔 z = (z,) WF: 在 每 个 非 Archimedes 位 v Xb, 
选 定局 部 单 值 化 元 素 cou, A r = To"， 显 然 对 几乎 所 有 的 位 v, 
ty = 1; 再 固定 一 个 Archimedes 位 w, MPA Aw 的 Archimedes 
位 v, 命 z,— 1, 又 选择 rw € Ku, 使 得 


I] [zulo =1, 
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其 中 乘积 过 K 中 所 有 的 位 v. 这 样 构造 的 伊 代 尔 z, 显然 满足 
V(x) = Il m», 


v: 4E Archimedes 


BMY FK) 离散 拓扑 ， 则 o 是 核 为 


oo II Uy 


v: dE Archimedes 


的 连续 满 同 态 ， 其 中 IL 是 由 I] Ky 中 满足 
VE X 


II 5421 


vE Zoo 


的 元 x = (z,) 组 成 的 .进而 相映 AX X Prin(K), Ani 0 AST 
一 个 (代数 和 拓扑 的 ) 同 构 


a f [en II i. rouen = cun 
v: 4E Archimedes 
由 于 IL/K* 紧 致 这 就 表明 CK) ARMA RAY, AAR, 
即 
推论 6(Minkowski) it K 是 一 个 数 域 ， 则 


cu = union f [eni II «| 

v: JẸ Archimedes 
是 有 限 的 . 

K* NIk IH Uy 中 的 元 称 为 数 域 K 的 单位 Dirichlet 


v: JË Archimedes 
证 明了 : 单位 群 是 K 的 单位 根 群 (这 是 个 有 限 群 ) 与 一 个 秩 为 (ri 
72 — 1) 的 自由 Abel 群 的 积 ， 其 中 r Mr. 分 别 为 K 的 实 位 数 和 
SSE EE 


对 一 般 的 代数 群 G, 若 它 是 定义 在 整体 域 上 的 话 ， 阿 代 尔 
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点 群 G(Ax) 是 {G(Ky)}vex, 对 于 (G(O.) ez - 的 限制 直 积 . 
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我 们 已 经 知道 拓扑 群 G 的 特征 标 是 一 个 从 C Sum eri S! 的 
连续 同 态 .以 后 为 了 方便 起 见 , 我 们 有 了 时 也 允许 这 样 的 同 态 可 以 在 
非 零 复数 C^ 范围 内 取 值 ， 此 时 称 它 为 拟 特征 标 . G 的 特征 标 群 
G 称 为 G 的 拓扑 对 偶 群 , 我 们 在 其 上 面 可 以 赋予 紧 开 拓扑 如 下 : 
对 G 的 任意 紧 子 集 K 和 任意 的 < > 0, 设 


U(K,e) = {x e G: 对 任意 的 z € K,|x{z) — 1| <e}, 


以 {U(K,e)} 作为 G 的 平凡 特征 标的 开 邻 域 系 ， 则 可 得 到 G 的 一 
个 拓扑 ， 即 所 谓 的 紧 开 拓扑 ， G 关于 此 拓扑 是 一 个 拓扑 群 . 

W ox, 是 指标 集 S 的 一 个 有 限 子 集 ， 对 每 个 ve 卫 , 给 定 一 个 
局 部 紧 的 交换 拓扑 群 G,, 而 对 ve £ — o, WREG, 的 一 个 紧 开 
子 群 Hy. 在 这 一 节 中 ， 我 们 将 研究 {Ge} 对 于 (Hu) 的 限制 直 积 
G 的 对 偶 群 G. 在 此 提请 读者 注意 : 通过 让 其 他 指标 的 分 量 为 单位 
的 方式 我 们 可 以 把 Gy RABG 中 ， 从 而 可 以 将 G, WEG 的 子 
H 今后， 我 们 将 混用 记号 GC, RRA G, 及 其 在 G PHRA. 

WE x € G 的 一 个 (W) 特征 标 ， 以 x。 RR x EG EUR 
58), SW x, 也 是 G, 的 一 个 (W) 特征 标 . 对 于 x x 我 们 有 下 面 
的 结论 : 

命题 ] 对 几乎 所 有 的 vx, AH, 上 是 平凡 的 . 进而 我 们 有 


xla) 2 [Txela@v), a= (a) €G. 


注 由 于 对 儿 乎 所 有 的 v, a, € H, B xs 在 Ay 上 平凡 ， 所 以 


86 数论 及 其 应 用 


上 面 的 乘积 事实 上 只 是 一 个 有 限 积 . 

证 设 U 是 1 在 C* 中 的 一 个 开 邻 域 , 且 除 {1} 以 外 不 包含 
其 他 任何 C" 的 子 群 ， 于 是 N =X HU) 是 一 个 G 的 单位 元 的 开 
邻 域 . 由 G 上 拓扑 的 定义 知道 ， 我 们 可 以 找到 一 个 二 HAERE S, 
对 veS, FE G., 单位 元 的 开 邻 域 N,, 使 得 包含 


II v. II H,. 


vES veZ-S 
由 于 UL) 是 包含 在 U 中 的 子 群 ， 所 以 对 所 有 -S 中 的 指标 
v, xo 在 Hy 上 是 平凡 的 . 对 4a = (a) eG, I S' J& E (4 
含 5 的 有 限 子 集 ， 使 得 对 于 任意 的 ve 卫 - 5S', 有 ase H,. 于 是 对 
vel —S', H x(a.) =1 H 


-x (I ll J -x(II«) 


v€S' vceEZ-S' ves! 


= II xeta.) = Il Xu(au). 


ves! vel 
由 此 命题 得 证 . 
命题 2 BMS VES, BAG, 的 一 个 (a) 特征 标 y,, 并 
且 对 几乎 所 有 的 v, 都 有 yy (Hy) = 1. 那么 


= [pw (ay), a= (a,)€C 


就 定义 了 G 上 的 一 个 ( 拟 ) 特征 标 x. 
证 显然 Xx 为 一 个 同 态 . 设 5 是 上 的 一 个 有 限 集 ， 使 得 对 不 
在 S 中 的 vw， 


Xv(H,) =1 


RES 的 势 为 5. 对 Cx 中 1 的 一 个 开 邻 域 D, BEV REI 的 一 个 
开 邻 域 且 Y* CU. 由 于 对 任意 的 ve S, x, 是 连续 的 ， WHE G, 
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单位 元 的 开 邻 域 N,, 使 得 x,(N,) CV. 从 而 
TE II # J- IDx(vocv*cv. 
ES vEDT—S ves 


XB IN. " Ph 是 G 的 单位 元 的 一 个 开 邻 域 ， 于 是 x 是 连续 


ves vE 


， 从 而 是 一 个 (t) 特征 标 . 

由 命题 1 和 2, 我 们 可 记 x = xe, 但 必须 记 住 ， 对 几乎 所 有 
的 U, 都 有 xu(H,) =1. 

H G, 表示 G, 的 对 偶 群 ， 它 也 是 局 部 紧 的 . 对 ve X - Xy, 有 

Hi = {Xu € G, : xe(H,) = 1} = GJH. 

由 于 H, 是 开 的 ， 故 G,/H, 是 离散 的 ， 从 而 其 对 偶 Hi 为 紧 的 . 
又 因为 H, BR, MARHE H, 应 为 离散 的 ， KG. 到 五 ,的 
限制 映射 的 核 是 HI, 从 而 G/H 同 构 于 A, 的 一 个 子 群 ， 故 它 
应 为 离散 的 ， 这 就 表明 Hi 是 G 的 一 个 紧 开 子 群 . 

定理 1 {Ches 对 于 (Hlhezon, 的 限制 直 积 (代数 和 括 
at) 同 构 于 G 的 对 偶 群 G. 

证 为 方便 起 见 ， 在 这 里 记 {Ches 对 于 {ELjuer_ s, 的 限 
制 直 积 为 G*. 由 命题 1 和 2 可 知 映射 

Ow) x= [I x. 

是 一 个 从 G* 到 G 的 代数 同 构 ， 所 以 我 们 只 需 证 明 它 还 是 -个 拓 
扑 同 构 ， 即 我 们 将 证 明 


x-[[x.«6 
v 


趋 近 于 G 的 平凡 特征 标的 充 要 条 件 是 (x,) 趋 于 G* 中 的 单位 元 . 
利用 G 上 紧 开 拓扑 的 定义 ，X = Hx c G 充分 靠近 G 的 单位 


元 ， 即 G 的 平凡 特征 标的 充分 必 要 条 件 是 ， 存在 G 的 一 个 紧 子 集 
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B, 使 得 x(B) 在 1 的 邻近 ， 不 失 一 般 性 ， 我 们 假定 B 可 以 写成 


[TsB， [J & 

ves v€X-S 
的 形式 ,其 中 3 是 上 的 某 个 有 限 集 ，B, 为 G。 的 紧 子 集 . 而 xB) 
与 1 邻近 的 充 要 条 件 是 ， 当 v€ 5, xB) 与 1 接近 ; 4vED-S 
Bt, xs.) = 1( 这 是 因为 xH) 是 一 个 与 1 非常 接近 的 子 群 ， 
而 CX 中 只 有 {1} 是 这 样 的 子 群 ) 前 者 正好 等 价 于 在 ve S 时 ， 
Xe 与 G 的 平凡 特征 标 接 近 ; 而 后 者 则 等 价 于 在 ve SS 时 ， 
x. € Hi. 综合 这 些 讨 论 ， 这 就 等 价 于 (x,) 与 G* 中 的 单位 元 十 分 
接近 ， 由 此 定理 得 证 . 


§2 标准 加 法 特征 标 


在 本 章 的 剩余 部 分 ， 如 无 特殊 说 明 ， 总 表示 一 个 有 g 个 元 
素 的 有 限 域 ， 五 表示 常数 域 为 上 的 单 变量 函数 域 ， O。 是 局 部 域 
K, 的 整数 环 ， 取 定 上 的 一 个 非 平凡 加 法 特征 标 6. 本 节 我 们 的 月 
的 是 找 出 有 & 的 标准 加 法 特征 标 . 

首先 研究 K = kT) 这 种 情况 ， 以 oo BRK 的 以 1/T 为 局 
部 单 值 化 参数 的 “无 限 位 ”. Ko 中 的 元 素 zx 均 可 写成 

T= Sail’, Qi Ek 
i«oo 
的 形式 . Ko 上 的 标准 加 法 特征 标 Vus 定义 为 
Yoo(x) = Yoo(@nT™ +--+ + ag + a. 117! t) 


= é(—a.1). 
下 面 将 wx 扩充 为 Ko [T Oo 上 的 特征 标 v^ IE E 了 O 
UF OO vxo 


第 四 章 Riemann-Roch 定理 89 


[«- Me) nm. 


yoo 
以 及 y 在 kT] 上 平凡 ， 因 此 我 们 可 以 在 
K - Ks [[O, 
Boo 


上 定义 特征 标 vs ERECEK 上 是 平凡 的 ， 而 在 天 < I] O. ER 


vx 


好 是 w', 这 样 ,我 们 就 把 V PKA K+K [ Os EERIE v. 
voc 


由 第 三 章 定理 7 的 证 明知 道 
Ak =K+ Koo [[ Ov. 
voc 
于 是 我 们 构造 出 在 K LPN, d Kx 上 的 限制 是 Vo 的 Ak 的 标 
准 加 法 特征 标 v. UA v zoo B, Awd. Bev fk K, LOMA, € 
是 K, 的 标准 特征 标 . 
命题 3 记号 同上 ， 当 vw 关 o00 时 ， 特 征 标 由, 是 K, 的 一 个 非 
平凡 的 加 法 特征 标 ， 它 在 O。 LAR, Apr! 上 不 平凡 ， 进 一 步 ， 
Rn, = PT) 是 在 处 为 0 的 上 上 的 首 一 不 可 约 多 项 式 ， 则 对 任 
意 的 TE KK,, 它 都 可 以 唯一 地 写成 
zc 5 sini 
i>- 
的 形式 ， 其 中 si CRT] 是 个 次 数 < deg P, = degw 的 多 项 式 ， 于 是 
Pult) = Wels") = P(a(deg v)-1). 
其 中 
5-1 7 dp t aj + a4, T + +--+ aq yy TC, 
证 由 定义 可 知 v, 在 O, EFA. XA ob 是 上 的 非 平 凡 特 
征 标 ， 所 以 如 果 我 们 证 明了 v. 有 命题 后 半 部 分 所 描述 的 性 质 ， 那 
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4 V. Æp 上 是 非 平凡 的 ， 于 是 我 们 所 要 做 的 就 是 计算 v, 在 
-1_ JO) 


= nn Hoo tsan = LM 


P,(T)" 
处 的 值 ， 其 中 s; 是 RT) 中 次 数 < deg P. 的 多 项 式 ， 从 而 
deg f(T) < deg P,(T)" = B. 
由 以 前 的 讨论 知 ， 对 所 有 A v 和 oo 的 位 w, f(TD)/P,(T)" € Ow. 


于 是 
/DY LAD) fü) 
l=Y (sa) = Woe (sir) Uv (p) | 
进而 得 到 " 
bolt) = vo (xs) | 
为 确定 最 后 得 到 的 这 个 值 ， us (p). fa 
f(T) = T^^ (ag, ag 3T^ 1 +--+) 
和 
P,(T) 2 TP(1Y- ba T7! +--+), 
于 是 
T 
"E = -T- (ag , + p, 中 元 ). 


由 Woo 的 定义 即 得 
T 
v.(x) = Woo (- Ars) = $(ag..1). 
很 容易 验证 ag) 正好 是 s 中 Te- 项 的 系数 ， 由 此 命题 得 
证 . 
接 下 来 研究 K ÆR F = kT) 的 有 限 可 分 扩张 的 情形 ， 我 们 


已 经 定义 了 F 的 局 部 的 和 整体 的 标准 加 法 特征 标 加 和 .现在 
Zw KÉDE, vÈ FETH w 整除 的 位 我们 定义 vy 
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为 Wo Treure AF Tree, (Ou) 是 一 个 含 于 O 中 的 O 模 ， 
故 存在 整数 n > 0, 使 得 它 等 于 po. QRH, mR w 不 能 整除 co， 
那么 Ww 在 Ow 上 平凡 ; 另 一 方面 ， 由 于 


Try, jp, (to Ou) = py! 


Aly, Æp ERY AMA, vu 是 Kw 的 一 个 非 平凡 特征 标 ， 进 
一 步 ， 利 用 命题 2 可 知 这 些 vu 定义 了 Ax 上 的 一 个 特征 标 


y= lle 


利用 第 三 章 中 的 推论 2 WB vede K LB EN. AT vo 是 在 
K [YA An 的 标准 特征 标 . 我 们 已 知道 ， K, 中 使 得 


Tr, /F, (tOw) c O, 


的 元 素 z 的 集合 是 一 个 不 等 于 Ko 的 Ou 模 , 因此 存在 整数 du > 0, 
使 得 该 集合 等 于 pl. HARD, = ple Bi Ko Æ F, Ei eee 
E Bi(different). 对 K 的 任意 非 平凡 特征 标 nu. 使 yw 在 pi" 上 
平凡 的 最 大 整数 称 做 mw 的 阶 ， 对 不 能 整除 oo 位 w, 标准 特征 标 
Vw 的 阶 是 du, 而 Vo 的 阶 是 一 1. 

“标准 整体 加 法 特征 标 艺 在 K 上 是 平凡 的 ”的 一 个 推论 是 所 
谓 的 “ 残 数 定理 ". 再 提醒 一 下 读者 ， KK 的 常数 域 上 的 势 是 0 设 
w 是 K 的 一 个 次 位 使 得 的 剩余 类 域 是 上 的 n 次 代数 扩张 
从 而 Ko 的 剩余 类 域 由 方程 r” =r 在 的 一 个 代数 闭 包 中 的 根 
组 成 .由 于 rU = zx 有 q^ 个 不 同 的 根 ， 利 用 Hensel 引 理 知 ， 该 
方程 在 Ky 中 也 有 q" 个 不 同 的 根 .它们 构成 了 天。 中居 的 一 个 
n 次 扩张 ， 记 作 kn. 于 是 kn 是 Ko 的 剩余 类 域 在 OL 中 的 代表 元 
R. 进而 ,对 Ko 的 局 部 单 值 化 参数 to, Ku 同 构 于 形式 震级 数 域 
kn((tw)). 对 Ky 中 元 素 a, 设 


a= J Aini Qi E kn. 


i»—oo 
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da= ( 1 LU dz. 


1»—00 
我 们 称 之 为 局 部 A- 微 分， 容易 验证 ， 这 种 微分 上 共有 通常 意义 下 的 
微分 性 质 .， 由 这 样 微分 生成 的 入 wu- 模 是 以 drv ARE HE Be 向 
量 空间 ， 对 任意 的 局 部 微分 o = fdr, 其 中 


f= 5 iT. aj € ky. 


可 以 证 明 系 数 ac. AE FORCE ES EUR (LIC AS Cu BUE FR. Wit 
我 们 可 以 定义 w 在 w 处 的 残 数 为 
Res pw = ay. 
Wf € A. 对 由 4 ax PAS! pA E S) K- 模 中 的 元 素 称 做 整体 
的 GEH) A- 微 分， 这 个 五 - 模 是 到 上 的 一 维 向 量 空间 ， 其 基 可 以 
选 成 任意 一 个 不 为 0 的 df, 其 中 fe K. W fg € K, W15 k-i 
分 w= gdf EK 的 每 个 位 w 处 也 是 一 个 局 部 大 微分 ,又 因 对 儿 
PRA K 的 位 9 和 均 为 整 的 ， 所 以 只 有 在 有 限 多 个 位 处 才 
可 能 是 非 全 纯 的 . 4 X 是 定义 在 大 上 的 一 条 非 奇 异 不 可 约 射影 曲 
R, HEN K 是 上 的 有 理 函 数 域 ， 则 存在 的 一 个 有 限 扩 张 
kn, 使 得 o 的 所 有 极点 都 在 X (kn) 中 ， 与 Riemann 面 上 的 亚 纯 微 
分 相 类 似 ， 我 们 有 : 
定理 2( 残 数 定理 ) 对 KO — k(X) 上 的 任意 整体 RED wy， 有 
» Res pw = 0. 
PEX(k) 
BRAT) AY E NE DER XR BET A o ZEKE BOE AE PB, 
首先 考虑 K = k(T) 的 情形 ， 此 时 XE) = PH). 我 们 可 将 w 写成 
STAT 的 形式 ， 将 f(T) 展 成 其 部 分 分 式 的 和 


fü Xen y x vm . 


i=0 
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这 里 a; € k, PT) BRT) 中 在 闭 点 v 处 为 0 的 首 一 不 可 约 多 项 
K, gT) 则 是 RIT] 中 次 数 小 于 nideg P, 的 多 项 式 ， 此 外 ， 对 几 
乎 所 有 的 都 有 n = 0. 由 于 残 数 是 大 线性 的 ， 于 是 我 们 只 需 就 
g«(T) 

PAT)" 

这 两 种 情况 来 考虑 . f(T) = T" 时 ，w EWE x oo 的 位 处 是 整 
的 . 在 x 位 Wr, =1/T. FE 


f(üT)-T" n>0 和 f(T)= 


T= TX. dT — -n3 dra ; 
以 及 
f(T)dT = "TX (703 dn, 
它 的 残 数 显然 是 0; 当 
_ g.(T) 
7 P,(T)" 
时 ，w 在 所 有 关 co,v 的 位 处 是 整 的 ， 假设 degP, =r, 设 a o, 


nr 


f(T) 


f(T) = A. 
i=l PT) 
进而 ， 存 在 常数 Bu ek. 1 < i <n,1<j<r, 使 得 
nz n $., . n r 7 Bi, 
f» gy ibiq 


由 此 看 出 ， AT)d7 在 o; 的 残 数 是 81), 而 x By; 正好 是 si 中 
T! 项 的 系数 ;在 co 位 处 ， 我 们 有 
f(T)= T^! (bi + bT +, 
于 是 
f(T)aT = —(b ing + bo + binoo +++) d mu. 
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从 而 f(T)dT 在 oo 处 的 残 数 是 -b-i 由 于 An 的 标准 特征 标 v 
在 天 EFM, TÉ 


1 = v0) = ve UT) GG) = ( Y estimar 


p€ X (k) 


由 于 对 任意 的 o ck, RE v^ 在 K 上 也 是 平凡 的 ， 因 而 
zl 5 Res p f(T ur) =i 
PEX(k) 


XO Respf(T)dT = 0. 


PEX(k) 


SR BMT) 的 有 限 可 分 扩张 时 ， 我 们 仍 记 w 为 fdT, 其 
中 fek. AM k 的 一 个 有 限 扩张 kn, 使 得 o 的 极点 均 在 
X(k,) 中 ， 所 以 在 必要 时 扩大 常数 域 ， 我 们 总 可 假定 w 的 极点 全 
Æ X) 中 .证 明 的 关键 在 于 ， 对 k{T) URENA v, Ew EKA 
位 w 处 有 极点 ， 这 里 wv, 那么 下 面 关 系 式 成 立 


Yo Resu(w) = Res. (Tree rw) := Res, (Treen) f)dT. (2.1) 
w|v 


wk 的 位 
由 此 ， 定 理 2 即 可 由 前 面 关 于 k(7) 的 讨论 得 到 . 
T 残 数 定理 也 可 写成 六 在 及 上 闭 点 的 残 数 的 形式 ， 即 依据 
K 的 位 来 写 ， FXE, kw OK NP eB, vB OK 的 一 个 
位 ，w 在。 处 的 残 数位 于 v 处 的 剩余 类 域 中 ， 这 里 ， k 在 大 
上 的 扩张 次 数 恰好 是 deg vw. 
定理 2'( 残 数 定理 ) dio AK 的 一 个 有 微分 ， 则 


由 此 就 导出 


2, Tr, yel Resy w) = 0. 
v: K 的 位 
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当天 = k(T) 时 ， 同 前 一 样 ， 我 们 假设 o = AT)d7. 并 且 在 
v # oo f}, 


g(r) = ar. 


FER Hk 是 上 的 7 次 扩张 位 wv ERM L — kT) 可 完全 分 裂 
为 + 个 工 的 一 次 位 a ar BE w 在 位 v 处 可 以 写成 


Coa a PT) ap 5 )d (T) = dP,(T), a € ky 


的 形式 ， 那 么 
Res,w = a]. 
由 于 每 个 Qi 是 P,(T) 的 单 根 ， 故我 们 可 取 P,(T) 为 域 La, 的 局 部 
单 值 化 参数 . 注意 到 域 K, ALR RRA 
Ko @, L = La, @: Bla, 


中 ， B € K, 在 La; 中 的 像 等 于 B 在 Galois 群 Gal(k,/k) 中 某 个 元 
的 作用 下 的 像 . 该 Galois 群 作用 于 系数 a; | ARE PT) 不 变 ， 
这 表明 》 Res, o 是 a, 在 Galois 群 Gal(k,/k) 作用 下 的 所 有 共 


WKLA. WAG, CHF 
Trg, /e(@—1) = Trp, /rk (Resvw). 
由 此 定理 2 对 K = k(T) 是 成 立 的 . 
SK Æ F= kT) 的 有 限 可 分 扩张 时 ， 对 KK 的 微分 w 和 
F 的 位 有 


5 Try, jk (Resu w) = y Trp, je Tiku /k, (Resw w). 
wK fbr wiv 


w|v 
我 们 可 以 证 明 


Try, /k, (Resy w) = Res, (Tre, jp, w). (2.2) 
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Y Trg, x (Res, w) = Tre, jk » Res, (Tra, yr ) 
wif fr wje 


we 


= Trp, yr Resy 5 Trk /F, -| 


w|v 


= Try, Res (Tr Ky F w). 
这 样 ， 利 用 kw 是 下 的 上 微分 可 得 : 


5 Trg, j (Res w) = 5 5 Trg, ye (Res, w) 


v:F ff wlv 


= 》 Tr Rese (Trg w) 0. 
ACT fh oP A ON EB BAe, SESS. [6] 和 [8] 
等 参考 文献 . 
最 后 我 们 指出 ， 公 式 (2.1) 只 是 公式 (2.2) 的 一 种 特殊 情况 . 
习题 1 证明 存在 一 个 Aq 上 的 且 在 Q 上 平凡 的 加 法 特征 标 v, 使 
y Æ [Z EFA, MEER = Qw 上 的 限制 是 


poo (zr) = e227. 


进而 ， 对 每 个 素数 p AE v fe Q 上 的 限制 os 的 表述 . 
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Bu 是 的 位 ,借助 于 上 节 定 义 的 标准 加 法 特征 标志 ,, 我 们 
可 以 得 到 K, 与 其 对 偶 K, 之 间 的 同 构 . 

定理 3 RHO ur —À vl 给 出 了 一 个 由 及, 2) R ds 4r S 
Ke 之 间 的 代数 及 拓扑 同 构 . 
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在 证 明之 前 ， 我 们 先 回忆 -- 下 有 关 vt 的 一 些 内 容 ， vw 是 一 
AWK, 到 S! poni, 它 把 y RA de (ry). HPS c 的 映射 是 K, 
mAn- TEREA, MA or 也 是 K. 的 一 个 加 法 特征 标 . 

现在 我 们 来 证 明定 理 3. 由 于 yt = pte, 所 以 映射 6 是 个 
代数 同 态 ， 又 由 于 ww 是 非 平 凡 的 ， 以 及 当 rz Ogg, 3E c 的 上 映射 
是 kK, EMS, BREL wz 是 平凡 特征 标的 充 要 条 件 是 = 0. 这 
表明 0 是 单 射 的 ， 用 

H = {yir Ee Ke} 
ERO WR, HRHEK, PRA, WA 
H ={yeK 对 所 有 zeE K, Huz(y) 91). 


又 因 v. 是 非 平凡 的 ， 故 由 de (yA) = 118 y = 0. ESL H^ = 0. 
因此 万 = K., 从 而 H ER 中 稠密 . 

下 面 来 证 o 是 连续 的 . RV BC 中 1 的 一 个 开 邻 域 ， 取 
B-i(rc N,:|xl, € M) RK. 的 一 个 紧 子 集 其 中 M 是 正常 
数 ， 所 有 将 已 映 入 站 的 特征 标 构成 了 H 中 平凡 特征 标的 -- 个 开 
An N. 

习题 2 对 三 中 平凡 特征 标的 任意 -个 开 邻 域 W, 总 存在 “个 如 上 
所 取 的 开 邻 域 N. 使 得 N C W. 

由 于 o. 是 连续 的 ， 所 以 存在 正 数 6, 使 得 所 有 满足 |z|。<56 的 
元 素 CK, BP o, RAV 中. RU 是 ,中 由 满足 Jel < 6/M 
的 元 素 x 组 成 的 0 的 一 个 开 邻 域 . 则 UB 中 元 素 的 赋值 < 5, ME 
THE v. RA V H. ARKH OU) EFN 中 .结合 习题 2 中 的 
结论 ， 我 们 就 证 得 了 了 9 的 连续 性 . 

接 下 来 证 明 07! 的 连续 性 .给 定 Oc K. WERE U, RAY 
SRE I, 的 一 个 紧 子 集 和 C 中 1 FABRE, 使 得 中 所 有 
映 B X V 的 特征 标 均 在 9(U) rh. tT v, 是 非 平凡 的 ， 所 以 存在 
to € Ky, 使 得 W(x0) 关 1 KV d& C PALARO, jos (ro) - 1| 
ARNOT AR. BATA Boe U 是 由 K. 中 赋值 < = 的 元 素 组 成 
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的 . 设 [ro], = 6. W B Æ K, PLLO HRY, Oe? 为 半径 的 球 . 
车 2(B) CV, Bi v.(B)CV, 那么 ME ze U, W (c, >e, H 
zB 包含 有 ro, 而 这 与 加 (zo) EV FA. 从 而 我 们 就 证 明了 6-: 的 
连续 性 ， 进而 得 到 9 的 双边 连续 性 . 因此 H 是 局 部 紧 的 ， 另 外 ， 
HER, 中 是 闭 的 ， 从 而 它 必须 与 K, 相等 ， 这 就 证 得 了 定理 3. 
E K =k(T) 这 种 情况 , 定理 1 是 说 整体 对 偶 Ak 同 构 于 {Ky} 
对 于 (02) 的 限制 直 积 ， 由 定理 3 可 知 ， 我 们 能 够 用 标准 加 法 特 
征 标 ye BK, 5 OK, 等 同 起 来 ， 且 在 此 对 应 之 下 ， 当 vw 关 oo0 Bf, 
OŁ = {V : prO) = 1) 5 O, 也 是 一 样 的 ， 而 在 v= oo Bf, 
Ol 则 与 p2, 相同 ， 这 是 因为 在 v 关 oo 时 ， v, 在 O, 上 平凡 且 
在 pi! 上 不 平凡 (命题 3), 而 在 v = oo 时 ， 由 定义 知 vus 在 py 
F#M, WE p. 上 不 平凡 ， 从 而 由 整体 加 法 特征 标 % = Iv. 


我 们 得 到 一 个 Ag 与 Ar 之 间 的 代数 与 拓扑 同 构 ， 更 精确 一 些 ， 
Ak — 7 :2€ Ak), 这 个 同 构 恰好 就 是 yt r. 
下 面 假设 天 是 F=RT) 的 n 次 可 分 扩张 ， 由 第 三 童 引 理 2 

知 ， 加 法 拓扑 群 Ak 同 构 于 Ap, K, 进而 同 构 于 

Ar DB Ap = A’. 

rn” 

nt 

于 是 Ay 同 构 于 AR = Ap’. 进而 同 构 于 ADS 因此 Ak 与 Ax th 
是 代数 和 拓扑 同 构 的 . 另 一 方面 ， 由 定理 1 8, Ak 与 (Ku) 对 于 
(OZ) 的 限制 直 积 同 构 . 对 已 的 一 个 头 oo 的 位 w Hw BK (— 
个 可 整除 v 的 位 ， 利 用 在 w 处 的 标准 加 法 特征 标 ,借助 定理 3， 
我 们 知道 Ko 与 Ky SA, OL 与 DI = pot 等 同 . .这 表明 A. 
同 构 于 (Ku) 对 于 {Dz!} 的 限制 直 积 ， 特 别 地 ， 


JI o» IL» 


w|oo wloo 


在 Ak PRAM. 利用 Ax 上 拓扑 的 定义 ， 这 说 明 对 几乎 所 有 
的 位 w, 都 有 d, > 0( 为 了 使 该 集合 是 开 的 ), 同时 对 几乎 所 有 的 位 
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w, 也 有 d, < 0( 为 了 使 该 集合 是 紧 的 ), 于 是 ， 对 儿 乎 所 有 的 位 w, 


有 
dy = 0. 


由 这 一 结论 我 们 可 知 映射 + y 给 出 了 从 Ax 到 AK 的 同 构 
EEG UG TEASE u 

定理 4 RH er oY 给 出 了 从 Ak 到 Ak 的 一 个 代数 和 拓 
扑 同 构 . ad, MRK X Fo HART) 的 有 限 可 分 扩张 ， 则 对 几 
乎 所 有 的 F Oi, VKF, HHRERALY, iX uw 
K 的 可 整除 vv 的 位 ， 

推论 1 At = {y :QE K}. JK&é iti, fd v 建立 的 从 
Ax 到 Ax 的 等 同 之 下 ， 天 上 5 K €. 

证 对 ae 有 ye 在 天 上 显然 是 平凡 的 ,于 是 K+ 是 AQ 的 
包含 K 的 子 群 。 由 于 Ag /K 是 紧 的 ， 所 以 K^ = Ak/K 为 离散 
的 . 于 是 KHK 作为 紧 群 An /K 的 一 个 离散 子 群 一 定 是 有 限 的 . 
另 一 方面 ，K+ 是 K 上 的 向 量 空间 ， K 是 无 限 集 ， 于 是 KLK 
的 有 限 性 只 能 在 Kt = K 时 才 有 可 能 ， 由 此 推论 得 证 

E 任意 一 个 非 平凡 的 局 部 的 (或 整体 的 ) 加 法 特征 标 都 可 建 
TEM Ky, (或 Ax) 到 其 拓扑 对 偶 之 间 的 同 构 ， 但 在 整体 对 偶 的 情 
况 ， 如 果 我 们 还 希望 K+ 等 同 于 K 本 身 ， 则 还 需要 该 整体 加 法 特 
征 标 在 K 上 平凡 . 
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首先 回顾 一 下 超 平行 体 的 定义 ， 给 出 K 的 一 个 伊 代 尔 a = 
(ay), 定义 由 a 界定 的 超 平行 体 为 
Py 一 {(xy) € Ax : 对 五 的 任意 位 w 有 Iz |. < i@ule} 
=aP,=a- IIo. 


由 于 Py 是 Ak 的 一 个 紧 开 子 群 ， 是 Arp 的 一 个 离散 子 群 ， 所 
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以 它们 的 交 A = PK 是 一 个 有 限 群 进一步， 由 于 A, 关于 大 
的 数 乘 是 封闭 的 ， 因 此 A 是 上 上 的 有 限 维 向 量 空间 ， 记 其 维 数 为 
Ma), 从 而 A, 的 势 是 po, 

同 定理 4 一 样 , 利用 标准 加 法 特征 标 世 把 An 与 它 的 对 偶 AR 
等 同 起 来 ， 现 在 我 们 来 研究 P. 的 对 偶 

P} = {r € Ag: Y(2Pa)=1} =a}. PH =a [oa. 


在 上 一 节 我 们 已 经 证 明了 ， 对 所 有 的 位 v, 存在 整数 nV, 使 得 
Or = pee, 
其 中 ， 对 几乎 所 有 的 位 v, BA n, = 0, Hl O, = O .于 是 存在 一 
A OK o 使 得 Po = cP 从 而 Pi = ca P, 同样 也 是 一 个 超 
平行 体 ， 而 且 
PEN Kt = PEK = Agen 

的 势 是 NO. 另 一 方面 ， 

Pi (K+ = (P, + K) = Ag/(P, + K) 
FHF Ak/(P, - K) Flu XR Ag 上 的 一 个 Haar 测度 ， 五 是 
在 Axk/K 上 的 诱导 测度 ， 则 我 们 有 

qe = [PEO KH] = JAk /(P, + K) 

= I(Ax/K)/n((P, + K)/K). 


H Pa 到 (PL + K)/K 的 自然 映射 是 核 为 PLO K = 4, 的 满 射 ， 从 


而 
RP. + R)/K) = p(Pa)/|Aal = Jal P; )/g 9? 


zo de8Uv a) Meo) Cp ), 
取 A 上 的 Haar 测度 pe, 使 得 Jj.(O,) = 1 ERMIR ANR 
LA II». 于 是 w(P;) = 1. 至 此 我 们 就 证 明了 


Mean? 9 i — - 
(ca^ ^) = q` desidi oT A L| Ro). 
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这 就 表明 (447K) 是 4 USERE, IK PR KE g- AT 
HE g 的 值 ， 我 们 取 a = 1. 注意 到 AC) = 1,deg (diva) = 0, 以 及 
Ae 


qh =q' qo! mg 


Hg = Alc) > 0. 这 样 我 们 就 证 明了 : 

定理 5 存在 一 个 非 负 整数 g 和 天 的 伊 代 尔 c 使 得 对 天 的 
EEFE a, 都 有 

Ala) = A(ca^! ) — deg(div a) — g + 1. 
下 面 我 们 把 这 个 定理 变 成 通常 的 Riemann-Roch 定理 的 形式 ， 如 
KK ERF D= nus 的 所 有 系数 n, > 0, 那么 称 这 个 除 子 为 
有 效 的 , 记 作 D > 0. 借助 有 效 除 子 ， 我 们 更 细致 地 刻画 一 下 Au 
A, —(a€ K:aocP,) (ae K:oa ! c "a 
= {a € K* : diva 4 diva! > 0) U(0]. 
对 除 子 ae Div(K), 定义 
L(a) = (a € K* : diva +a > 0} U(0]. 
取 一 个 伊 代 尔 a, 使 得 diva ^! = a, 则 我 们 有 
Aa = L(a), Aca -i = L(K = a). 

FRM = dive. 用 Aa) 表示 L(a) 在 大 上 的 维 数 ， 则 定理 5 可 

定理 5'(Riemann-Roch 定理 ) # fi 4k AA 9 PREF Ke 
Div(K), 使 得 对 任意 除 子 ae Div(K), A(a) 是 有 限 的 ， 且 

Aa) = A(K — a) + dega- g +1. 

Hoi X, (RAE KO X. ERARAS, 整数 9 怡 好 是 曲线 
X HSH, 我们 也 称 9 AR K OSR. HERR e 产生 的 除 子 大 
依赖 于 将 4x 与 4k 等 同 起 来 的 标准 加 法 特征 标 的 选取 ， 由 于 
对 特征 标 的 仅 有 限制 是 它 应 在 Ap 上 非 平 凡 且 在 天 EEN, # 
用 推论 1 Dn, dn4 oy 是 一 个 这 样 的 标准 加 法 特征 标 ， 则 其 他 这 
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样 的 特征 标 均 可 写成 Ve 的 形式 ,其 中 ae KX. 对 应 于 这 样 的 v^, 
相当 于 将 c 换 成 ca! , 于 是 对 应 的 除 子 大 正好 变 为 大 + divo. K 
此 天 + Prin(K) 是 由 天 唯一 确定 的 ， 我 们 称 之 为 典范 除 子 类 

推论 2 A(K) =g, degK = 2g - 2. 

证 和 (大) = g 是 已 知 的 ， 为 计算 degK, 只 需 在 定理 5^ 中 取 
a= 大 即 可 . 

推论 3 对 任意 次 数 大 于 29-2 的 除 子 a€ Div(K), 有 


A(a) = dega 一 9 十 1. 


证 若 dega > 2g ~ 2, MJ deg(K — a) < 0. 对 任意 o € KK， 
diva K —a 有 人 负 的 系数 ， 因 此 它 不 可 能 是 一 个 有 效 除 子 . 这 就 表 
HY A(K — a) = 0. 于 是 A(a) = dega— g +1. 

用 伊 代 朱 语言 来 描述 推论 3, 即 是 

推论 4 对 任意 满足 deg (diva) < 2 ~ 29 的 伊 代 尔 a= (a) € 
Ik, A 


Ak =K+P,=K+]]a,0,. 


证 此 时 我 们 有 Alca) = 0, 而 这 正好 意味 着 
H(Ax/K) = E(P, + K)/K), 


进而 就 导出 Ak = K + Py. 

在 本 节 的 剩余 部 分 , 我 们 将 讨论 一 下 Riemann-Roch 定理 在 K 
上 全 纯 微 分 方面 的 应 用 ， 给 出 KK 的 一 个 非 零 的 整体 k-th o. 在 
K 的 任意 一 个 位 " 处， 将 w BE adr, HER, Hp ky Æ kd 
一 个 有 限 扩张 且 同 构 于 K 在 位 v 处 的 剩余 类 域 ， ,是 Ky, 的 局 
部 单 值 化 参数 ， a € k((n,)) 是 一 个 系数 在 k H, ZEE m, W 
JÉXOEZUS. 定义 a 在 v ABIT o dE v 处 的 阶 ， 它 是 不 依赖 
于 局 部 单 值 化 参数 n, 选取 的 . FE K 中 两 个 函数 AD g, 使 
得 w = fdg, 所 以 w 只 可 能 在 有 限 多 个 位 处 有 非 零 阶 ， 从 而 和 式 
2 ordw)v 是 Div(K) 中 的 一 个 除 子 ， 我 们 称 之 为 的 除 子 ， 并 记 


vU 
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f£ divo. 当 除 子 divo 是 有 效 除 子 时 ， 我 们 说 w 是 一 全 纯 微 分 . 

设 天 = 大 (7) Ek LAA RR, vo R Ar 的 标准 加 法 特 
征 标 . 在 上 一 节 我 们 已 经 知道 

P; -[[o? = [[ 0. 
v vioo 

于 是 我 们 可 选择 伊 代 尔 c 为 coo = 12, c, = 1, 3X B v z oo. 从 而 
Pb = P.. XR K = div c? = -200 是 的 一 个 典范 除 子 ， 接 下 
来 考虑 微分 w = dT WRF divw. 我 们 可 以 证 明 


divo = 一 2oo = K. 


事实 上 , 在 位 v( 关 oc) 处 , 取 其 局 部 单 值 化 参数 ru 是 在 v 处 为 0 县 
系数 在 中 的 首 一 不 可 约 多 项 式 . 将 全 展 成 ru HERB aotan, + 
agn? +---, 其 中 a, Ek,, i= 0,1,2,…, 于 是 dT = (a, + 2agn, + 
odmre. 我 们 可 以 断言 a, 关 0. 如 若 不 然 ， 则 了 = ao (modr2). 设 
r = degv, 再 注意 到 ao £0, 于 是 T9 -1 三 1(modr2), 这 表明 了 2 可 
WERT -1 注意 到 方程 X 71 -1=0 在 大 的 代数 闭 包 天 中 是 
无 重 根 的 ， 所 以 多 项 式 z? -1 -1 在 上 上 的 因 式 分 解 中 不 可 能 有 平 
方 因 子 ， 这 就 与 r 可 整除 79 -1 产生 矛盾 ， 从 而 断言 a £0 
是 正确 的 .这 说 明了 ， 对 关 oo 的 位 w ord, = 0; 在 位 oo 处 ， 取 
局 部 单 值 化 参数 rc = 1/T, 我 们 已 经 证 明 过 dT = -rz2drw, 从 
而 divw = --2oo. 

下 面 来 讨论 域 OK BAR RR F = kT) 的 有 限 可 分 扩张 时 
的 情形 . 设 包 为 KK 的 一 个 位 ，w 是 下 的 可 被 ww BRA. De, 
表示 扩张 Kw/F, 的 分 歧 指 数 ， 所 以 当 取 定 局 部 单 值 化 参数 r, 和 
Tw 后 ， 存 在 Ky 中 单位 uy, 使 得 


Tu = uwTLV. 


特别 地 ， 当 eu = 1 时 ， 即 扩张 A/F, 是 非 分 歧 的 ， 我 们 可 取 Ty = 
Tw. 仍 回 到 一 般 的 情况 ， 将 单位 uw 写成 ku (Tw) rh EAE Br 


Uo + Uy Ty, 十 272 e. 
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Evolt, RIIA 
T = ag + ane + a372 4e 
= do + A Up Ts + agua Tut on 
= ly d MoT” + (ayuy meet) + ayung" Yu.) 


2 atu 


+ g(t HU Re tooo mu dbz 
在 = >x 时 ， 则 有 
T= ang = nuk me. = (wom Ss tp 十 小 
于 是 ， 当 扩张 NEL 是 非 分 歧 时 ， 
ord,d T = ord, dT ; 
“a gk 人 we/ 是 弱 分 歧 时 ， 即 ce > 1 且 ew 与 大 的 特征 p E 


时 ， 
—(@y +1), v= oo. 
ord, dT = 
ew — l, uF 06; 


当 扩 张 KY / Fy 是 强 分 歧 时 ， 即 ee > 1 B ple, Wf, Av x oo, 则 
ordud > ew; di v = oo, M ord, dT < —e,. 
回忆 一 下 扩张 Ky/F, RAER Do =p HEM, RNA 
pad = [re Ku : Tre jp (20u) C O,] 2 Op. 


可 以 证 明 ， 扩 张 RV/F, 是 非 分 歧 的 充 要 条 件 是 Do = Ow. 联系 
到 定理 4, 我 们 发 现 ， 对 几乎 所 有 的 位 w, 扩张 We PF. 都 是 非 分 歧 
的 . 进一步 ， 若 Kw/ 是 弱 分 歧 的 ， 则 du > ew. 分 歧 理 论 更 深入 
的 研究 表明 ,作为 K 上 的 微分 ,微分 d7 的 除 子 正好 是 dive, 其 
中 < 是 一 个 伊 代 尔 且 满足 P. = TL OL. 换 句 话说 , 即 是 divdT =K. 

定理 6 UA 的 任意 典范 除 子 大 ,总 存在 全 6 k- BUD w, 使 
得 divw = K. 更 进一步 ， 太 上 全 纯 所 微分 集 构成 了 大 上 的 g 维 
向 量 空间 ， 这 里 g RK OSH. 

证 我 们 已 证 明了 divd 是 天 的 一 个 典范 除 子 .由 于 任意 两 
个 典范 除 子 只 相差 一 个 主 除 子 ， 于 是 我 们 可 选取 K 中 适当 的 函数 
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,使 得 w= fd 就 是 所 需 的 微分 此外， 由 于 有 上 的 大 微分 空 
间 是 A 上 寺 的 一 维 空间 ， 所 以 对 如 上 给 定 的 微分 w, 任意 一 个 天 上 
的 大 微 分 ^ 均 可 写成 w= gw 的 形式 ， 其 中 gE N. XI) o 
全 纯 的 对 要 条 件 为 

div w’ = div g + divw = divg + Ñ > 0, 


而 这 又 等 价 于 g 在 空间 L(K) 中 ， 利 用 推论 2 可 知 LOC) 的 维 数 为 
g 从 而 A 的 全 纯 大 微分 空间 的 维 数 也 是 g, 由 此 定理 得 进 . 

对 于 熟悉 Riemann 面 理论 的 读者 而 言 ， 设 C 是 使 K = KC) 

成 立 的 代数 曲线 ， 则 K 上 的 全 纯 大 微分 空间 的 维 数 恰好 是 C 的 

“ 儿 何 ” 亏 格 ， 这 是 因为 它 与 C 的 几何 性 态 有 着 密切 的 联系 . 如 果 
我 们 把 Riemann-Roch 定理 中 出 现 的 g 视 为 C 的 “代数 ” 亏 格 ， 这 
是 因为 它 的 导出 完全 是 代数 化 的 ， 那 么 定理 6 就 说 明了 C 的 “ 代 
数 ” 却 格 与 “几何 ” 亏 格 是 相等 的 . 

Riemann-Roch 定理 无 疑 是 数学 中 最 重要 的 定理 之 -一 ， 限 和 于 本 
书 的 目的 ， RANTES HTS, HESS RB, HL 
SE RB EE SB n5 9). 或 至 少 浏览 一 下 其 中 的 引言 和 每 章 后 的 注 
记 ， 从 而 读者 可 以 了 解 到 Riemann-Roch 定理 对 数学 的 意义 、 影 响 
及 其 进一步 的 发 展 ， 此 外 ， 参 考 文献 [9j 中 也 有 相关 的 文献 介绍 . 
我 们 在 本 章 末 还 列 出 了 一 些 参考 文献 ， 读 者 可 以 从 中 了 解 到 有 关 
Riemann-Roch 定理 在 数论 中 的 应 用 的 更 详细 的 介绍 . 
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在 这 -- 节 中 ， 大 是 一 个 有 4 个 元 素 的 有 限 域 设 C 是 大 上 的 
SEGRA g 的 非 奇异 射 影 曲 线 ，p 是 的 特征 同样， 大 , 表示 
k W n KRIPIK, EER k 的 一 个 代数 闭 包 ， 我们 用 到; 表示 曲 
A& C(k) bk, 有 理 点 的 个 数 ， 在 第 二 章 中 我 们 已 讨论 了 形式 寡 级 
数 

SONU"! = ZL(U)/Ze(U), 


n>1 
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其 中 Ze(U) 是 曲线 C 的 zeta 函数 . Weil 猜想 指出 Zc(U) 可 以 
写成 m 
DG qU) 


Zc(U) = 


的 形式 ， 其 中 PU) = JO- aU) BT RE 


15 


1 1 
Pi(u) = +(q2U)*9P, (5) 


次 数 为 2g 的 多 项 式 ， 而 wili = 1,2,---,29) 是 满足 [wil = 917 的 
复数 . 在 这 一 节 中 ， 我 们 将 利用 Riemann-Roch 定理 证 明 关 于 曲线 
C 的 Riemann 猜想 ， 即 |wi| = q'/?. 而 关于 C 的 Weil 猜想 的 其 余 
部 分 则 留 到 下 一 章 证 明 . 由 于 Plu) 的 解析 性 质 的 证 明 与 wi 的 大 
小 无 关 ， 所 以 我 们 实际 上 是 在 假定 函数 方程 成 立 的 前 提 下 来 证 明 
loi] = gf. 

作为 第 二 章 中 的 一 个 练习 ， 我 们 已 经 知道 结论 lui =q, = 
1,…,29g, 等 价 于 

IN, -g" 1| €2gg?, n>1. 

这 个 不 等 式 可 以 进一步 放宽 . 

引 理 1 lw| = qii = 1,29 的 充 要 条 件 是 存在 一 个 常数 
M > 0, 使 得 对 充分 大 的 n, 有 


Wan _ gn _ 1| < Mq”. 
证 必要 性 是 显然 的 ， 现 证 充分 性 ， 记 o = Ni -q" — 1. 由 
Zc(U) 的 定义 知 
an Swf t+, n>. 


于 是 


oo 2g ‘ 
2n wU? 
) ag, U^ = — > 1. 
1—w2U? 
n=l 1 


i=l 
由 引 理 中 给 出 的 wz EL, ERED ERA HE RIL] < 
4 中 绝对 收敛 于 一 个 全 纯 函数 ， 于 是 等 式 右 边 的 有 理 函 数 的 极 


$:* Riemann-Roch 定理 107 


点 必须 在 圆 盘 |0| < g 2 外 ， 即 jo < q12,i = 1,.…,2g. 又 利用 
函数 方程 可 得 jos] > 917, JA, doi] = 93,i = 1,2,…,2g. 充分 性 
得 证 . 

我 们 可 假定 4 是 一 个 p 的 充分 大 的 偶 次 军 . 现在 只 需 证 明 ， 
作为 4 的 函数 ， 

Ni =q + Ol’). 

我 们 将 采用 Stepanov 的 想法 来 证 明 这 一 点 . 设 zo 是 C 上 的 一 
个 不 有理 点 (如果 需 要 ， 我 们 可 把 大 换 成 它 的 一 个 有 限 扩 张 以 保 
证 to 的 存在 性 ). 如 果 我 们 能 够 构造 出 这 样 一 个 C 上 的 有 理 函 数 
f, CHC 的 其 他 大 有 理 点 上 为 0, Bax EE S >m. 这 样 
mN 一 1) <S 的 零点 数 =f 的 极点 数 ， 进 而 


Ny cie LU AMD. 
TI 


如 果 我 们 还 能 进一步 要 求 f 没有 太 多 的 极点 ， 则 我 们 就 可 以 得 到 
N, 的 一 个 好 的 上 界 . 它 基本 上 就 是 
Ni =q+O(q)/’). 


这 一 有 理 函 数 的 构造 是 由 S. A. Stepanov 和 W. Schmidt 独立 给 出 
的 ， 但 其 方法 十 分 相似 . 在 此 我 们 将 采用 Bombieri 在 参考 文献 [2] 
中 给 出 的 一 个 大 大 简化 了 的 方法 . 

尽管 我 们 所 要 研究 的 是 的 有 限 扩张 上 的 问题 ， 但 为 方便 起 
见 , 我 们 将 在 上 的 代数 闲 包 玉 上 构造 曲线 上 的 有 理 函 数 . 此 时 ， 
Riemann-Roch 定理 对 这 样 的 有 理 函 数 是 成 立 的 . 

由 于 域 的 特征 是 p, 其 势 是 q, 所 以 C 上 的 k- 有 理 点 都 是 
Frobenius Æ$} ¢ : C(k) > C(k), z —5 z! BALA. 给 出 C 上 的 
一 个 有 理 函 数 f, fod 总 可 以 写成 一 个 有 理 函数 的 g KR. 例如 ， 
如 果 f(z) =z - a, 那么 

foé(r)—-z'—-a- (z ~ at)", 
于 是 
div (f o $) = q- ó^' (div f). 
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Lm = L(mxo) 
={f : ÆC) 上 使 得 div f + mro > 0 ff) k- E BEI SE) 
={f: f X C(k k) E fff div f + mro 20 的 
k- 4j Bi C) ®, k. 
由 于 ó(ro) = zo, 于 是 La o6 € Lam. XE] o ERI, 所 以 
dim Lm o = din Lm. 对 Lm AL, 的 子 空间 AM B, 我 们 用 AB 
表示 由 fg (FEA. ge B) 这 样 的 元 素 张 成 的 Lau 的 一 个 子 空间 . 
命 
LY”) = {fr : f € Lm} C Loup; 
显然 dim LU) = dim Lin: 
引 理 2 x Ip <q, HARAS: 
L” LU GuL n )2 Lon (L n o $) 
是 一 个 同 构 ， 因 此 dim Lir? (Lm o à) = (dim Lj)(dim L,,). 
证 由 于 对 任意 的 f,g € Lin \ Li, ATFERD a ck, 使 得 
f-ageé Li, Pr dim L;,; > dim L; +1 (由 Riemann-Roch 定理 ， 
我 们 知道 ， 当 ; > 2g 一 2 时 ，dim Liri = dim L; +1). 因此 ， 存 在 


Lm 的 一 组 基 81,82,73 Sr; 使 得 Ord;, $1 < Ord;, 82 Creed ord; Sr. 
为 证 明 引 理 ， 我 们 只 需 证 明 ， 车 存在 fe Li,i=1,2,...,7, 且 


Sf? siog=0, 
i=l 
则 fi= = 所 = 0. 如 车 不 然 S 
S fr 596-0, A fj 40. 


i 


由 于 ord, f?" = porda f; > —lp^, ordz, (s; o 8) = q ord, s,, 以 及 
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在 signs ,sr 中 sua 在 xo 处 的 阶 最 小 ， 这 样 我 们 得 到 了 


ordro m sj o ġ = ord, [ 5 PP si o s) 


ti 一 了 十 1 
» 
> min ord P sio 
> min oda UP so d) 
> —lp* +q ordy, Sjy+1. 


p"ord,, fj > ~lp* + gq(ordzo sj+1 一 ordzosj) 
> -lp*+gqg>0. 
于 是 f; 是 一 个 在 ro 处 为 0 的 有 理 函 数 ， 并 且 它 在 其 余地 方 没有 
Bos, BE f; = 0. 而 这 与 假设 矛盾 .从 而 引 理 得 证 . 
现在 我 们 可 以 给 出 Ni 的 一 个 上 界 . 
定理 7 设 4=p?, 其 中 a 是 一 偶数 ， 并 且 g > (g++1)1. 则 我 
们 有 
Ni<d+(2g+1)9L2 +1. 
证 Kip <q Rep UL 将 在 后 面 明确 给 出 ， 利用 引 理 2 
可 知 ， 映 射 
ô: LP Lm o ) HEN LOL, C Lipa, 
DI? (o0) Y IPs, 
ixl 


i=] 
是 一 个 定义 合理 的 同 态 . 利用 Riemann-Roch 定理 我 们 有 
dimL; > i+1- g, 
并 且 等 号 在 ; > 29 + 2 时 成 立 ， 于 是 再 利用 引 理 2 即 得 
dim ker 6 > (dim Li)(dim Lm) 一 dim Lis 4 5 
2 (LE 1- g)(m * 1- 9) - (Ip 4 m 4 1— g), 


Uh Lm > g. 假设 ker6 # {0}, Wt f= Y: f? (sio) Æ keró 中 的 
i=l 
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EET. FeZ r 是 C 的 一 个 大 有 理 点 ， 则 oz) =, B 
fle) = Y fix" slol) = 》 fin)" sile) 
i=l t=! 


= (fz) = 0. 
REH, BRT co 点 外 ， 了 在 C 的 所 有 其 他 上 有 理 点 上 均 为 0. 更 
进一步 ， 由 于 s op 是 一 个 多 项 式 的 gq UOE, Ak 了 是 个 多 项 式 的 
p" DOR, EUG f EDA (N - Dp" 个 零点 ， 另 一 方面 ， 由 于 
fe LP Lm of) C Lips-£qm; 
因此 它们 多 有 Ip + qm 个 极点 . 
WR Ip" <q, lm > g, DAR dimker 6 > 0, Bf 


(1+ 1—g9)(m+1~g) > (lp*+m+1-— 49), 


那么 1 
Ny <14 cp" + qm) = 14 1 + gm/p". 


fq = puo 是 偶数 ， 以 及 g > (9 +1) 这 些 条 件 下 ， 我 们 取 
was, m = p" + 2g = J/q + 2g, 


g 
l= [v] +g+1, 


这 里 [z] 表示 实数 r 的 整数 部 分 . KEEA LEN, 的 不 等 式 就 得 
到 所 需要 的 结论 ， 定理 得 证 . 

接 下 来 讲 如何 用 定理 7 导出 N, = g + O(q3)， 我 们 知道 域 
K = k(C) EARR F = kT) 的 有 限 可 分 扩张 . EL 是 天 在 
的 一 个 代数 闭 包 中 的 Galois A. DLC’ dk 上 的 一 条 非 奇异 
射影 曲线 ， 使 得 工 = k(C"). 这 样 我 们 有 一 个 态 射 列 C S C 一 Pt, 
其 中 C 是 P! 的 一 个 Galois BX, 即 域 扩 张 L/F 是 Galois 扩张 ， 
记 其 Galois 群 Gal(L/F) AG. 显然 C' 也 是 C 的 Galois ##, H 
Galois ff HAG 的 一 个 子 群 . C 上 的 每 个 大 有 理 点 都 对 应 了 -- 
^ K 的 次 数 为 1 的 位 gw 是 这 样 的 位 ， 令 v 是 的 一 个 可 被 
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w 整除 的 位 . 由 于 大 = ky 2 ky, 所 以 v 也 是 的 次 数 为 1 的 位 . 
这 表明 , 在 C P 这 个 态 射 中 ，C 上 的 -有理 点 映 到 PP 上 的 有 
理 点 .我 们 用 S 表示 P! 上 的 -有理 点 集 在 Galois 覆盖 C' — P! 
下 的 原 像 对 P'(k) 中 的 一 个 点 zx, SÉ G 可 迁 地 作用 在 x dE C" p 
的 纤维 上 ， 而 C' 上 的 Frobenuis 态 射 $ 在 此 纤维 上 的 作用 是 封闭 
的 ， 从 而 对 该 纤维 上 的 一 点 y, 存在 7 EG, 使 得 8(y) = n(y). 如 果 
这 个 Galois 覆盖 存 z 点 处 是 非 分 野 的 话 ， 那 么 z 的 纤维 中 正好 有 
IG| 个 点 ， 并 且 上 面 所 述 的 n 也 是 唯一 的 ， 对 任意 的 7 e G, 4 


Sin) = {y € S : oy) = n())- 
ER, n 是 G 的 单位 元 时 ， S(p 正好 是 C' 上 k- 有 理 点 的 集 
合 ， 利 用 证 明定 理 7 所 用 的 方法 ， 只 需 把 其 中 的 6 换 成 
by : LP (Lm o9) > LU (Lm 0n), 
我 们 可 得 到 同样 的 估计 
ISMI <q + (29 + 1) /q * 1, 
其 中 9 是 曲线 C' 的 亏 格 ， 另 一 方面 
$L Sm) = [GIP ()] + 001), 


neG 
其 中 误差 项 0(1) 的 出 现 是 由 于 P'(K) habiti sos ARA VA 
^j P'(k) 的 势 是 4 +1, 所 以 结合 上 面 的 不 等 式 与 等 式 ， 我 们 就 得 
到 了 

ISinl=q+O(/a), neG. 


容易 看 出 ， C 中 的 点 了 对 应 了 Cl 中 的 H- 轨道 Hz: Kiik, C 
中 一 条 五 -轨道 也 对 应 了 C 中 的 一 个 点 . 而 C 中 的 k- 有 理 点 则 正 
好 对 应 了 C 中 的 这 样 一 些 H. 轨道 Hz, 它们 满足 Hr = Hefe). 
换 句 话说， 存在 ye H, 使 得 g(x) = n(x). 利用 前 面 讨论 ， 这 样 的 
点 了 均 在 Sp. Ak, U S6 正好 是 C' 中 这 样 一 些 对 应 了 C 
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上 的 大 有 理 点 的 点 的 集合 ， 于 是 我 们 有 
3 ISo) = HIN; + O(0). 


uc H 


从 而 得 到 
N, = q+ O(q?). 
这 样 我 们 就 证 明了 下 面 这 个 定理 ; 
定理 8 设 C 是 一 条 定义 在 有 限 域 上 上 的 亏 格 为 g HASH 
曲线 ， 假 设 zeta BH Zolu) 有 下 面 的 形式 


ze) 20 
ct) = FU- al 


Xv Pin) = [PO — wil). 再 假定 Zolu) 满足 函数 方程 
l 


es 


31.234229 ] 
7 AU) = pys z, | N. 
ZAU) = £(g?U) Zc (=) 


则 对 任意 的 i 二 1.2,..…,2g, 有 


koil = 4 


j& bd, HRT HAC “Riemann #72” mz. 
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SAB Zeta 函数 和 L-A% 


在 这 一 章 中 ， 我 们 将 讨论 射影 曲线 的 zeta 函数 与 伊 代 尔 类 特 
征 标的 亏 - 函 数 的 解析 性 质 ， 如 解析 开拓 、 函 数 方程 等 等 . 
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首先 ， 如 无 特殊 说 明 ， 我 们 总 假定 是 一 个 有 9 个 元 素 的 有 
限 域 ， 天 是 常数 域 为 、 亏 格 为 g 的 函数 域 . 

我 们 知道 ， 伊 代 尔 群 Dy 的 拟 特征 标 是 一 个 由 Ik 到 C* 的 连 
续 同 态 ， 若 它 还 在 KX 上 是 平凡 的 ， 则 称 之 为 拟 伊 代 尔 类 特征 标 . 

例 对 任意 伊 代 尔 zx = (z4) € Ix, 定义 赋值 | | 为 


|z| = lI 


由 第 三 章 $3 的 讨论 知 ，| | 是 一 个 Ik 的 拟 特征 标 ， 又 利用 积 公 
式 知 ， 它 还 是 一 个 拟 伊 代 尔 类 特征 标 ， 于 是 对 任意 复数 。 | |* 也 
是 一 个 拟 伊 代 尔 类 特征 标 . 

下 面 这 个 命题 解释 了 伊 代 尔 群 Ik /Kx 的 拟 特征 标 与 特征 标 
之 间 的 关系 . 

命题 1 设 X 是 伊 代 尔 类 群 [Kk/Kx 的 拟 特征 标 ， 则 存在 复数 
s, 使 得 Xi = X| P5 Ik K* 的 特征 标 

证 先 回忆 -- 下 将 伊 代 尔 z 映 为 deg(divz) 的 次 数 映 身 


deg div Ik > Z 
的 性 质 ， 我 们 看 到 拟 特征 标 | | 可 以 写成 下 面 形式 


E 一 gd 一 deg divz， re Ix. 
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Ik 在 次 数 映射 deg div 下 的 像 是 一 个 无 限 循环 群 ， 设 其 生成 元 为 
7 (事实 上 ， 我 们 将 在 84 看 到 7 = 1, 即 deg div 是 一 个 满 射 ). 设 ro 
是 一 个 次 数 deg(div zro) =r 的 伊 代 尔 ， 取 复数 s, 使 得 
x(zo) = |z|", 

则 x; —x| P X Ik/K* 的 一 个 拟 特征 标 ， 且 它 在 ro 生成 的 无 限 
TAA (ro) 上 是 平凡 的 . 我 们 已 经 知道 deg div 的 核 是 IL, AIF 
Bi, Ik = He(ro) 于 是 xi 在 Ik 上 的 值 群 是 yi UL/K*). 然而 ， 
由 第 三 章 中 的 定理 8 知 ， IQ/K* 是 紧 的 .这 表明 ， xi 的 像 一 定 
KEMAS 上 ， 从 而 xl Æ Ik/K* 的 一 个 有 限 阶 特征 标 . 

在 上 一 章 81 中 我 们 已 经 知道 ， 如 果 y 是 Ik 的 一 个 拟 特征 
标 ， 那 么 ， 对 几乎 所 有 的 位 v Rb, xo EU, 是 平凡 的 .假如 在 位 
vA, x, Æ Us 上 不 平凡 ， 则 它 在 1 的 某 个 邻 域 +p 中 平凡 . 
满足 这 一 条 件 的 最 小 正 整 数 n, 称 为 x, 的 前 导 子 的 指数 , 此 时 ,我 
们 称 x 和 xy 在 位 v 处 分 歧 ; 假如 在 位 v Rb, xo ÆU 上 平凡 ， 
则 取 ny = 0, 此 时 称 x 和 x 在 位 v 处 非 分 歧 . 于 是 


fo) = nvw 


EXT K 的 一 个 除 子 ， 我 们 称 为 x (0 BSF (conductor). 
习题 1 描述 Ik/K* 的 所 有 非 分 歧 特 征 标 ， 并 证 明 它 们 的 全 体 构成 
了 一 个 同 构 于 Jac(K) x S* 的 群 . 
如 果 在 位 v Rb, x 是 非 分 歧 的 ， 那 么 x 由 它 在 局 部 单 值 化 元 
X nV 的 值 决定 ， 并 且 xr) 不 依赖 于 m, 的 选取 ， 于 是 我 们 可 以 
L(8,Xv) = (1 -Xeo(roJNo-s)-1， 


其 中 Nv = gs 是 K, 的 剩余 类 域 的 势 ， 如 果 在 位 v 处 x 是 分 歧 
的 ， 取 L(s,xw) = L. 这 样 ， 定 义 L(s, x) 为 


L(s,x) = [[ Lís, x). (1.1) 


116 数论 及 其 应 用 


我 们 称 之 为 拟 特征 标 为 x 的 工 -函数 ,容易 验证 ,对 任意 的 so € C, 
L(s.x| l?) = L(s + so. x). 

于 是 利用 命题 1 可 知 ， 我 们 总 可 假定 x 是 一 个 伊 代 尔 类 群 的 特征 
br. 下 面 我 们 将 在 此 假定 下 来 研究 L- 函数 Ls, x) 的 解析 性 质 . 

设 C 是 一 条 非 奇 异 射影 曲线 ， 使 得 K Æ C 的 ke AY FE MCN 
(参见 第 二 章 ); Mik Zo(U) 是 结合 C 的 zeta BH, I4 x X In /K* 
的 半 几 特征 标 xo 时 ， 

Ls xo) = [[R - Ne)! = Zeta. 


此 时 ， 也 可 以 用 Cals) 来 表示 L(s,xo). 利用 无 穷 乘积 知识 ， 从 上 
式 可 以 看 出 上 (s,x0) 在 Res `> 0 时 是 绝对 收敛 的 ,于 是 对 Ik/K* 
的 任意 特征 标 x. L(s,x) 在 某 一 右 半 平面 上 绝对 收敛 于 一 个 全 纯 
HX, JEH, 74 Res 一 co Bf, L(s,x) 91 本 章 的 目的 是 证 明 下 
面 两 个 定理 : 

定理 1 设 C 是 有 限 域 k 上 直 格 为 g HES HH RK, v 
的 zeta 23k Zo(U) 可 以 用 Euler 积 

Zc(U) = Ia - ute) 


来 定义 ， 其 中 乘积 中 的 六 过 所 有 C 的 大 闭 点 . 当 [U| <q} 时 ， 该 
Euler 积 绝 对 收敛 于 一 个 全 纯 函 数 ， 事 实 上 ， 它 是 一 个 有 下 面 形式 


$54 1$ 5 
P, (U) 


(1~U)(1 = qU)’ 
i € DU) 是 一 个 次 数 为 2g 的 整 系数 多 项 式 ， 并 且 它 还 满足 关系 


PU) = (gł U)? P, (=) 
qU 


Zc(U) = 


以 及 P0) =1 fe P) =h  Jac(K)]. 
注 将 定理 1 和 第 四 章 中 的 定理 8 结合 在 一 起 ， 就 肯定 了 关 
于 曲线 C 的 Weil 猜想 . 
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定理 2 设立 是 伊 代 尔 类 群 Ik/KX 的 一 个 特征 标 ， 且 对 任意 
的 iceC HA yA! |. 8 Zw Ed) Euler 4& (1.1) 定义 的 工 -函数 
L(s,x) 在 Res>1l 时 绝对 收 仇 于 一 个 整 函 数 ， 更 精确 地 讲 ， 存 在 
一 个 满足 P(0,x) = 1 Fo A VE BR AR 


1 Io 
PU.) = e000 i (n) 
的 次 数 为 29 一 2 十 degf (x) 的 多 项 式 P(U, x), 使 得 
L(s,x) = P(q *,x). 
或 等 价 地 
L(s,x) = c(x)g 3 75)89-? des T) p( —-s,Xx 5), 


XT. fy) X x 的 前 导 子 ，c(X) 是 一 个 常数 . 

车 以 Ak) 表示 伊 代 尔 类 群 的 拟 特征 标 群 ， 则 在 AU) 上 可 
以 赋 以 解析 结构 ， 使 得 任意 拟 特征 标 x 所 在 的 连通 分 支 是 由 x| | 
s€C/ tL Z 组 成 于是， 我 们 可 以 用 IL/K* 的 特征 标 来 参数 化 
Ak) 的 连通 分 支 ， 由 于 CEZ 是 一 个 柱 面 ， 把 它 同 拟 特征 标 
的 连通 分 支 等 同 起 来 ， 从 而 前 面 定义 的 也 -函数 可 以 视 作 是 一 个 定 
义 在 Uy) 的 每 个 连通 分 支 的 某 -- 右 半 柱 面 上 的 拟 特征 标的 整 函 
数 ， 定 理 1 和 定理 2 是 说 ， 作 为 一 个 拟 特 征 标的 画 数 ， 这 个 L- dg 
数 可 以 亚 纯 延 拓 到 整个 流 形 Ae) 上 ， 并 且 除 了 在 平凡 特征 标 xo 
的 连通 分 支 中 ,在 xo 和 xol | 处 可 能 有 单 极点 外 ， 这 个 L- Hah 
处 全 纯 ， 此 外 ， 它 还 满足 函数 方程 


L(x) = é(x)L(| xD， 
其 中 cy) 是 一 个 定义 在 x 的 连通 分 支 上 的 指数 函数 . 


§2 Fourier 变换 


BER J. Tate 的 傅 士 论文 是 的 思想 (也 可 以 参阅 参考 文献 1] 
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[2]), 我 们 将 借助 于 阿 代 尔 群 上 的 Fourier 分 析 来 证 明定 理 1 和 定理 
2, 在 这 一 节 中 我 们 先 做 些 准备 . 

设 dz 是 阿 代 尔 环 Ak 上 的 一 个 加 法 Haar 测度 ， dz 是 它 在 
Ak/K 的 上 的 诱导 测度 ， 并 且 4k/K 关于 此 测度 的 体积 是 1. 用 
V RARER OB $2 中 定义 的 Ar 的 标准 加 法 特征 标 ， 于 是 利用 
,我 们 可 以 把 An 与 其 对 偶 Ak 等 同 起 来 . 

我 们 称 定义 在 An 上 且 有 紧 支 集 的 局 部 常 值 函数 为 Schwatz 
E SX. Schwatz 函数 全 体 构成 了 一 个 线性 空间 ， 记 作 Slr). 我 们 
将 要 研究 这 些 Schwatz 函数 的 Fourier 变换 . 

习题 2 证 明 Schwatz 函数 空间 S(Ax) 可 以 由 平行 多 面体 平移 r+ 
Po 的 特征 函数 生成 ， 其 中 ze Anya € Ix. 

利用 已 选取 好 的 测度 dz, 对 Schwatz 函数 SES(An), 定义 它 
的 Fourier BH $ 为 


ES 


an = f $(zm(r)dz, ne Ax. 
Ax 
由 于 Âk = Ax, RATA LUE RA An 上 的 函数 ; 


$9) = 8) = 人 8(z)wy(zjdz 


-f $(r(yr)dz, ye Ax. 


命题 2 (1) Schwartz 函数 的 Fourier 变换 仍 为 一 个 Schwartz 
why d. 
(2) & $ € S(Ak), MER re Ak, 有 


$(z) = 6(—2). 


证 (1) 不 失 一 般 性 , 我 们 可 设 € S(Ak) BE ro + P, 的 
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特征 函数 ， 其 中 zo € 4k,a € Ik, UU] 
Bly) = f &(zjw(yzjdz 
Ax 


= f tse neo + rz 
P, 
E x b(yx)dz. 
(yo) f. E 


又 由 于 


vol( Pa), Bye Pr, 
1 vanar- Rut 
Pa 0, 石 y ¢ Py , 


UE y ARR, MAS BRIA Schwartz 函数 . 
(2) xt $ € S(Ak), h (1) 41 $ e S(Ak). BE OME HEH 
分 别 含 于 已 和 P, 之 中 .对 任意 的 ze Ak, 由 定义 可 知 


$6) = | Buul 
- f f &(z)i(zy)U(yz)dz dy 
Py J Pa 
=f 2o) | W((w + z)y)dy dz. 
Pa Py 


现 取 P. 足够 大 ， 使 得 PA OF Pa 之 中 . iE, E zg Pa W 
z+z¢ Ph, 从 而 在 P, 上 的 积分 为 0, 即 8(z) = 0; 若 2 e 已 ,除非 
ce~2+ PS, BWE P, EMR 0; 4 re -z+ Pt wt, YE 
P, 上 的 积分 恰 为 P, 的 体积 ， 于 是 对 ze 已 
$(z) = vol(P;) f B(x)dz. 
—2+P; 

进一步 假设 P, 足够 大 ， 使 得 更 在 -z+ PL 上 为 常数 ， 从 而 ， 当 
z € P, 时 ， 


$(2) = vol(P;)vol(P;-) $(-) = 6(—z)vol(P,)vol(P). 
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在 第 四 章 畦 中 我 们 已 经 证 明了 vol(Ak/K) =q’ ‘vol Pi). 又 由 dz 
的 选取 知 vol(Ay /A) = 1, 于 是 vol(P1) = gi. M 44 中 
推论 2 知 
deg div c^! = degK = 2g - 2, 
T 
vol( PE) = vol(P.) = |e Ivol(i) = = Pog! 9 = gt. 
总 结 上 面 讨论 ， 我们 就 得 到 了 $(:) = 4(-:).: € An. 所 以 命题 得 
uk. 
由 于 有 性 质 (2). 所 以 我 们 说 dx 是 自 对 偶 的 ， 这 一 测度 被 称 
I Ar 的 玉河 (Tamagawa) 测度 . 
WRH o, 来 表示 P, 的 特征 函数 ， 由 上 面 的 证 明 可 知 ，$。 等 
F Jalg * R PL 的 特征 函数 .注意 到 
P = Paon Je jag, 
以 及 Pe WFT GE ER BAT ASE Bilele), 从 而 我 们 得 到 : 
推论 1 设 9, 表示 平行 多 面体 D, 的 特征 函数 ，, 则 
$, = Jal je baa, 
HP cA DPE = PP. 成立 的 任意 伊 代 尔 特别 地 
Pil) = |^? d, (7i), er 
从 命题 2 的 证 明 我 们 还 可 推出 下 面 结论 
推论 2 ROA r+ P, 的 特征 函数 ， 则 
$ = ipto $, = jal low? [1/2 yto $i . 
对 Ax 上 的 Schwartz 函数 d. 由 于 它 有 紧 支 集 ， 又 由 于 天 是 
离散 的 ， 所 以 对 任意 的 ze An, ME Y) Or +a) 事实 上 只 
ach 
个 有 限 和 ， 从 而 可 以 定义 函数 : 
helr) = 5 Peta), 2 € Axk/K. 


acK 
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显然 ha d&-— e AS ELE A A/K 的 对 偶 
IJK =K*= (S) : Be Ky & K, 
定义 he 的 Fourier BRA 
hala) = hol) =f heteti d 
Janik 


其 中 de 是 由 Ax 的 玉河 测度 dz 诱导 出 的 4k/K 上 的 测度 . 从 而 
ho 是 一 个 An/K EB FA ha HELAK YEK 上 平凡 
这 -一 事实 ， 我 们 有 

h (d) — p f 

1s(8) = i 2 (z +a) v(B(z + a))dz 


- f #(x)p(Bx)dax = 9(8). 


又 因 $ 有 紧 支 集 ， 所 以 存在 平行 体 Py, 使 得 当 BE ATP, 时 ， 
hs(B) = 0. 我 们 把 he (8) BLE he 的 Fourier 系数 ， 从 而 有 下 面 结 
论 . 
命题 3 (Fourier 反 演 公式 ) it 6X Ap 上 的 Schwartz i£ A, 
如 上 定 义 he, 则 
= M hs(9)u(-bz)，ze Ak/K. 


BEK 

特别 地 ， 我 们 有 

》 Sla) = he(0) = >》 helb) = Y SA). 

CE 天 BEk JEK 
| 证 对 zedxk/K, RAMP, EEK, Bo ag IK() Pj 时 有 
hell) =0 AK helr P3) = helr) 再 结合 定义 得 

>》 he(8)e(- dz) = 5y / ha(z)v(Bz)v(—dx)dz 
Ak/K 


BER 8€ KnP, 


H lon hale) > UCG ~ r))dz. 


BEKAP, 
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注意 到 
[KO P|, #z-2€ (KP), 
WY B 之 一 二 
pn l i ?) | 0, 之 一 全 ¢ (K N P,)* 


此 外 ， 很 明显 (KNP) 2 K^ + Pe, ik 
KNP, C (K++ Pi) € K* (P = K( B. 
从 而 KAP, = (K^ + P2), 于 是 
(KNP) = K++ P] = K + Peay. 


采用 第 四 章 $4 中 的 记号 ， 记 |K 门 马 | =, 利用 Riemann-Roch 
定理 (第 四 章 定理 5) 有 


vol( K + Poy-1/K) = vol(P4-i/(PA- NEK) 
= [eb |vol(Pi/gNeh7*) = go- gi =o gaeh 


— q ^9 )+g~1+deg divb 一 q^, 


TÉ 


Shel 8)(—Bz) = q^ "f he(x)dz 
K+P., ifK 


BEK 
= he(z)g" P vol(K + P.y-1/K) = he(z). 
由 此 证 明了 反 演 公式 . 
注 我 们 已 经 看 到 上 面 的 证 明 用 到 了 Riemann-Roch 定理 . # 
实 上 ， 如 果 9 是 平行 多 面体 积 Pa 的 特征 函数 ， 即 更 = o, 则 由 
推论 1 知 ， 


$ = Ja] |c^!|/? $,, .,. 


>》 &(a) = V 多 (0) 


acK BEK 
就 是 Riemann-Roch 定理 ， 再 注意 到 K+ = K, 这 一 公式 正好 也 是 
Poisson 求 和 公式 . 


于 是 公式 
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为 了 后 面 使 用 方 使 ,下面 给 出 Poisson 求 和 公式 的 -一般 形式 . 
定理 3(Poisson 求 和 公式 ) BOA Ap 上 的 Schwartz 函数 ， 
则 对 任意 的 TE Ig 有 
5 $(ra) = |x|~! 5 $(r-!g). 
ae 天 BEK 
证 gly) = P(ry), Wg Æ An EM Schwartz 图 数 ， 其 Fourier 
变换 为 : 


un J, : My = J, ， $(ry)jv(yz)dy 
= J S^ (x! y zel dy’ = e|! (zz), 


这 里 用 到 了 dy’ = d(zy) = |zldy. 于 是 所 要 证 的 公式 化 为 


>》 g(a) = 》 9(8). 


acK BEK 


而 这 被 命题 3 UE. 


$3  Z(s,x, 9) 的 解析 开拓 和 国 数 方程 

对 天 的 位 w C Kx 上 的 Haar 测度 dz, 使 得 24, 的 体积 
1, 由 此 得 到 Fr 的 测度 d" x = [[d*z,. 

引 理 1 Ry, 是 KX 的 一 个 非 分 歧 特 征 标 ， 更 ZO, 的 特 
BRE. X Re s > 0 时 

f 8, (Zo) (rs) lr, Pd" xy 
KT 
= (1 一 Xo (Tu) Nus)! = L(s, Xv), 

RP m, 是 K, 的 局 部 单 值 化 元 素 . 

证 由 于 $, Æ O, 外 为 0, 故 上 面积 分 是 一 个 在 

O, - (0) = Jum 


n>0 
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上 的 积分 在 每 个 集 Um E AR dlx 等 于 
Xv (ma)? Lm [pe = =x vn)" No 75 


是 个 常数 ， 又 因 Ur? 的 体积 为 1, MC Res SOW, € 


[4 jx ro) d a. = -Y ut DENT 
JK. 


n=0 
= (1— xir )JNvo 77)! 
IRE SORTA L(s xv). 由 此 引 理 得 证 ， 
给 定 一 个 Schwartz 函数 @ ATER ARSE Ie / K> OR GE 
Y. 定义 zeta pK x 
Z(s.x, 8) = J $(r)x(z)| cp d” x. 
PES 
Hb, "4 Res > OW, PBT ea. EKE, ERK 
的 位 的 有 限 集 S, 使 得 对 每 个 不 属于 S 的 位 v, x, 是 非 分 歧 的 ， 且 
P= gs 和, 这 里 $s 是 在 [Kx 中 有 紧 支 集 的 局 部 常 值 函数 ; 
ves 
$^ = J] 9, 是 所 有 Os (v d S) BRERA RE. A A5 1. 


ves 
我 们 就 得 到 了 


sen fy (sve (es 


veS veS 


x II 1 9, (r,)xv(r,)]r,]2d" m, 


_ s(2) (I J (z)]z]* (I ws] 
res | ves ves 


第 一 个 积分 在 Re s 充分 大 时 是 绝对 收敛 的 ， 而 后 -- 个 无 穷 乘 积 惟 
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好 等 于 L(s,x) J] Ls. xv)! 注意 到 L(s x) 在 Res 六 0 时 绝对 
ves 

收敛 ， 而 对 任意 s € S, L(s.xv) | 是 一 个 整 函数 ， 从 而 这 一 无 穷 乘 

各 在 Re s > 0 时 也 绝对 收敛 . 由 此 可 知 (s, y 9) Æ Res > OW 

是 有 定义 的 ， 又 注意 到 


Z(s.x| |". 9) = Z(s- so. x, 9), 


所 以 我 们 可 以 假定 特征 标 x. 或 者 为 平凡 特征 标 xo. 或 者 对 任意 t € 
C.x £| | 本 节 的 目的 是 研究 Z(s,x, ) HRA Hh BH 

Ber 是 degr) WEERT, H In. 表示 次 数 是 mr 的 伊 代 
KE. TE 

DI = dj Imn K*Imr = Imn Im = Teh, 
mEZ 

这 里 ro 是 一 个 次 数 为 > 的 伊 代 尔 ， 因 此 zeta 函数 Z(s, xo, 8) 可 
DBA Lus 上 积分 的 和 ， 而 Las 上 的 积分 满足 下 面 引 理 给 出 的 
函数 方程 . 


8(z)X(zlzl*dxz + K, d(0)g7"n* 


mr 


36x (z)|z|! *d* x + K,d(0)g t - 9. 


其 


若 对 任意 t€EC, x A; |) 


中 

K VT /K*) (Æx = xo 为 平凡 特征 标 ) 
` 0, ( 

- Ka. 


证 以 d*z 表示 由 dxz 诱导 出 来 的 11/Kx 上 的 测度 利用 
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定理 3, 我 们 有 下 面 关 系 
| $ (z)x(x)|r| d" x 
Imr 


Inn | K™ ack * 
= cr f x(z) 5 $(ra)d*z 
Im, /K* acK 


— cm x(z)|z|! y B(x 'a)d* x 
I Y - 


-q ™ 60 z)d*z. 3. 
, ejf xe (3.1) 
对 次 数 为 mr 的 任意 伊 代 尔 yo, 我 们 有 


/ x(r)d^ x = i xGryo)d" a 
- | volUR/K*)x(yo), #x fEIL/K* 上 平凡 ; 
小 Ex EIL/K* 上 非 平凡 . 
此 外 ， 由 于 X 在 IL/K* 上 平凡 的 充 要 条 件 是 ， 存 在 te C, 使 得 
x= P. 
SORTS (3.1) 式 的 最 后 一 项 恰好 为 K, d(0)g- r5, 于 
f $(x)x(x)|z|*d* z + Ky $(0)g- "5 


mr 


— gmr(l—s) f >, aa‘ 
=q x(z) $(r a)d"z 
MP 


GE 天 x 
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+ q0 -9K 8 (0) 


一 gra f x(z)$(r^!)d* x + q0 79K, (0) 
Imr 
= J x^! (z)$(z)|r|! d” x + K,$(0)g "t -9, 
omr 


从 而 引 理 得 证 . 
现在 我 们 来 讨论 zeta 函数 Z(s, x, 0) 的 解析 开拓 .利用 定义 


(5, x, 更 ) =E a )x(z)|z[ d? x 


m 20 


+ > 7 )x(x)|a]od* z. 


m<0 
由 于 SARK, wkm, $F In 上 为 0. 于 是 第 二 个 
和 式 只 是 一 个 有 限 和 ， 从 而 是 9 的 一 个 多 项 式 ， 所 以 它 对 任意 的 
s 都 是 全 纯 的 ; 对 于 第 一 个 和 式 ， 利 用 引 理 2, 当 Res > 1 时 ， 有 


Y] $(z)x()|z]*d* x 


720 


=f Gein vas 


im 205-mr 


+ K,G(0) ~ K, (0) 


Dog 
又 因 ARK, 于 是 当 m BAM, FHT, EHO, 从 而 上 
式 右边 给 出 了 第 一 个 和 式 的 解析 开拓 

总 结 上 述 讨 论 ， 我 们 得 到 了 


Z(s.59) + KB(0) — — 


1- grii~s) 


+ Sf a z)|z[*d* z. (3.2) 


m<0 7 Amer 
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上 式 右边 是 -- 个 4 Algo 的 多 项 式 ， 从 而 即 得 到 Zis, x d) 的 
解析 开拓 除了 在 


SEE (0 十 


271 Z WHs-ls 271 
rlogq rlogq 
可 能 为 极点 之 外 ， Z(sex. 0) 处 处 全 纯 . 特别 地 ， 当 对 任意 te C 
EE xl | 时， 大 = 0, 此 时 Z(s.x, 6) 可 以 通过 (3.2) 式 解 析 
FHA s 半 面 上 的 全 纯 函 数 . 

接 下 来 讨论 zeta AR Z(s,X, 0) 的 函数 方程 ， 如 同 命题 2 的 
证 明 一 样 ， 我 们 利用 B(x) = P(r) 和 y(~1) = 1:38 (3:2) KAW 
展开 为 


x] du (were a z)|r[d*z. 


m&Ü m«0 tmr 


对 石上 的 积分 应 用 引 理 2, 上 式 化 为 
xj (a (xjr 07) d*x 


moo 


+ D , x^ (r)|z| ^ *d* x + K S0) 一 大、 更 (0) 


m<O 
利用 (3.2) 式 ， 上 式 正好 等 于 


Z(1—- s, x~}, ê) 十 大 8(0) 1 l 


1 cA 90) 


1 — qrs 
+ Ky 更 (0) — K, (0) 


= Z(1—s,,7',8) - K,6(0) — $(0) 1. 


将 上 式 同 (3.2) 式 比 较 即 得 
Z(s,x, $) = Z(1- 5,x 1,4). 
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最 后 ， 我 们 利用 vol( TTA) = 1 来 计算 vol( 人 /A*). 从 第 三 


BHC X 
Jac(K) = I /K* D]. 


MAK OU. = k*. m k” HHH Gg -1, 于 是 


|Jac(& )| 
(q-1)- 
总 结 这 一 节 的 讨论 ， 我 们 得 到 下 面 定 理 ; 
定理 4 Rr & deg(Iy) 的 正 生 成 元 ， 是 A, 上 的 Schwartz 
BR, y 为 [kK/K” 的 拟 特 征 标 , 且 对 任意 tfEC 都 有 XX 闫 | | 9 
么 当 Res 充分 大 时 我 们 可 用 积分 定义 zeta HR Z(s, x, 9), HA, 
它 作为 4 和 gg "的 一 个 多 项 式 可 以 全 纯 开 拓 到 8 平面 上 去 ， 对 
Tx 的 平凡 特征 标 xo, zeta 函数 Z(s,xo, 4) 在 Res 充分 大 时 亦 可 
以 用 积分 来 定义 ， 并 且 它 可 以 亚 纯 开拓 到 s 平面 上 ， 精 确 地 讲 ， 
Z(s, xo. $) + K0) -Ke0 
1— g-"s 1 ~ gri~s) 
是 9 和 4 ”的 一 个 多 项 式 ， 这 里 大 =|Jac(K)|/(g - 1). RE, 
RE x 是 什么 样 的 特征 标 ， zeta 函数 Z(s x 0) 均 满足 函数 方程 


vol(15:/ K*) = 


Z(s,x. $) = Z(1 — s, x-1.3). 


注 在 下 节 我 们 将 会 看 到 定理 中 的 7 事实 上 为 1 


34 人 的 zeta 函数 (定理 1 的 证 明 ) 


回忆 一 下 域 K 的 zeta 函数 Cels) 的 定义 ， 
Gt) = [TQ -Nu = Lis, xo), 


U 


其 中 v 过 的 所 有 位 . 我 们 已 经 知道 ， 当 Res» 0 时 ， Cx(s) 是 
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绝对 收敛 的 下面 命题 告诉 我 们 ， 当 Res > 1 时 ，Ck(s) 已 绝对 收 
Sk. 

命题 4 由 上 面 无 穷 来 积 定 义 的 zeta HK Cls) & Res > 1 
时 绝对 收敛 ， 并 且 当 Res — oo t}, Cx(s) 二 1. 此外， Cals) 在 
整个 s 平 面 上 有 一 个 亚 纯 延 拓 ， s— p 是 它 的 一 个 残 数 为 

q!^?|JacK | 
(a — 1)r(log q) 
APRS, Xov or X deg(Iy) 的 生成 元 . 

EO 同 数 域 的 情况 类 似 ， 域 K 的 许多 重要 的 算术 信息 都 在 其 
zeta 函数 在 s = 1 处 的 残 数 中 反映 出 来 ， 这 里 ， jJacK| 扮演 了 类 
数 的 角色 ，g 一 1 怡 为 K 中 的 单位 根 数 ， 而 o 则 类 似 于 判别 式 
的 绝对 值 的 平方 根 ， 不 过 ， 由 于 K 的 所 有 整体 单位 都 是 单位 根 ， 
所 以 调整 子 (regulator) 在 残 数 中 没有 体现 . 

证 为 让 无 穷 乘 积 的 收敛 性 ， 首 先 假定 天 = k(T) BARR 
域 . 此 时 ， 每 个 不 是 oo 的 位 wv 都 对 应 了 A(T] 中 的 一 个 不 可 约 多 项 
式 已 ,并 且 有 degv = deg P. 于 是 在 Ck(s) 绝对 收敛 时 ， 我 们 有 

C(s) = 978) = J] 0- Nu)! 
vxoo 


一 [I (1 —q (dee P.)s) =i 


P. Ek[T] 
已 : 首 一 ， 不 可 约 


E 5 gr(deg mT)s 


m(T)ek[T] 
mT): 首 一 


对 任意 非 负 整数 n, kT] 中 次 数 为 n A-SI 9" 个， 这 


样 
CK( )1-4- 8) = "4 mms YQ», 


n>0 n20 


容易 看 出 ， 当 Res > 1 时 ， 上 式 右边 的 级 数 是 绝对 收敛 的 . 从 而 ， 
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4 Res 1 时， Cx(s) 也 绝对 收敛 ， 此外， 上 述 公 式 也 表明 ， 当 
Res oo0 时 Ck(s) 一 1. 
下 面 假定 A EAEKO FL R(T) 的 2 次 可 分 扩张 则 


Cx (s = JI I] (1—-Nw^ $ yo. 


v: FRY w: M 


WS 是 由 有 限 多 个 的 位 组 成 的 集合 ， 并 且 任 意 5S 外 F 的 位 对 
于 扩张 A/F 都 是 非 分 歧 的 ， 任 取 一 个 FF 的 不 在 S 中 的 位 v, 由 第 
三 章 定理 3 和 定理 4 可 知 
n = S [Ku : Fi] = 》 [hw : kj. 
wily w|v 
其 中 ku 和 ky 分 别 为 Ku 和 Fo 的 剩余 类 域 . 设 w E K 的 一 个 
整除 v 的 位 ， 假 定 [Ky : F] =m, 则 Nw = (Nv)". 注意 到 ， 当 
c-Res»1Hf, & 
(-Nu^*)!«(1-Nv*)", 
Bp 
(1 Nv 7)" <1- (Nv-7)" . 
这 是 因为 通过 两 边 同 除 以 1 — N v77, 可 以 看 到 ， 所 需 不 等 式 等 价 
于 
(1 —-Nv ?)"-! <14Nu7% +Ny 2% 十 .十 No- (m—1)e ， 
一 个 不 等 式 是 显然 的 ， 于 是 ， 当 o = Res > 1 时 ， 我 们 有 


ITI- Nv)= [E I- Nv") 


vES wily v€S wiv 
< [[0 -Ne = celo)” I[G-Nv», 
ves ves 
RP v FR, wit K 的 位 集 ， 由 此 ， 结 合 合 前 面 对 有 理 函 
数 域 的 讨论 ， 我 们 可 以 断言 ， Cr 在 Res > 1 时 绝对 收 僵 ， 且 当 
Res > oo ff, G(s) => 1. 
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取 $= d 是 平行 多 面体 Pi = Io. Wy Bak, ME 
的 讨论 可 以 看 到 Z(s, xo, $1) = Ck (s). 于 是 由 定理 4 我 们 就 可 肯定 
Ck 可 以 亚 纯 延 拓 到 整个 s 平面 上 . 此 外 ， 从 定理 d 也 可 看 到 Cx (s) 
在 s=1 处 有 一 个 单 极点 ， 其 残 数 恰 为 K Opani 在 s=1 
处 的 残 数 ， 我 们 已 知 
K = |JacK |/(q — 1) 


和 
$1(0) = | 17 8 (0) = un 

此 外 ， PLE ups = 1 处 残 数 为 SC 由 此 就 得 到 了 
— en 

进而 命题 得 证 . 


现在 我 们 可 以 证 明 deg() = Z. 事实 上 ， 我 们 将 证 明 下 面 这 
个 更 强 的 结果 : 
定理 5 设 S 是 由 有 限 多 个 到 的 位 组 成 的 集合 ,， 则 存在 天 的 
一 个 次 数 为 1 的 除 子 y nov, RRS VES H, n, = 0. 特别 地 ， 
deg) = Z ” 
证 设 4 表示 集合 
{tz=(zo)e: 当 ES 时 ro 为 单位 }. 


Sauk 4 是 Ik 的 一 个 子 群 ， 故 deg(4) 是 Z 中 的 一 个 无 限 循环 子 
群 ， 设 deg(4) 生成 元 为 4 我们 的 任务 是 证 明 1 = 1. 

ELL 来 表示 域 及 与 k 的 合成 ， 则 工 是 的 一 个 有 限 可 分 
扩张 ， din-[L: NJ. 又 取 一 个 由 有 限 多 个 K 的 位 组 成 的 集合 S', 
ERS S 并且 对 任意 的 vq S', 扩张 LJK 关于 位 v 是 非 分 歧 的 . 

设 忆 是 太 的 -个 不 在 5S’' 中 的 位 ， 则 
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Q lLw= Ki Ql 
we oe 

是 通过 给 K, 深 加 s ~- 1 次 单位 根 而 得 到 的 代数 .特别 地 ， 每 个 
Ly HAH K 添加 一 个 外 一 工 次 单位 根 后 得 到 ， 由 假设 知 ， 存 在 
B A m, 使 得 degv = md. 于 是 K, 的 剩余 类 域 是 Ko, 这 就 说 明 
K 包含 了 所 有 4 一 工 次 单位 根 ， 从 而 对 所 有 wlv A Le S Ko. 
这 样 ， 对 任意 的 不 在 S 中 的 五 的 位 wv, (iE n POL B RDEBR v fr 
位 w, 使 得 每 个 Ly 同 构 于 OA. 于 是 


Cls) = II IIa -Nuwy! lH llc -Nw t)? 


vgs wlv v€S' wlw 


wK 的 位 


= I (一 Nu) I] Ie 一 Nw)! 


vest vES' wile 


= ot) [[ (a - Ne Ta - Ne t) 


ves w|v 


对 每 个 ve sS, 0-Nv?)Pü-Nw?)'tfts-lAbzBs3l 


wiv 


F. 又 从 命题 4 知 ， Cr(s) 在 s= 1 处 有 个 单 极点 ， 从 而 C1(s) 在 
s= LAE n GRR. 然而， 命题 4 同样 指出 Cr(s) 在 s= 1 处 
只 有 单 极点 ， 这 就 导出 n=1, 即 上 = K. Ai KES kh. VAR 
是 K 的 常数 域 ， 所 以 ==k, 即 1=1. 

从 定理 5 就 可 看 出 ， 定 理 4 和 命题 4 中 的 > 均等 于 1. 

注 WRK EMER, LAK Hn 次 可 分 扩张 对 天 的 一 
Pv, WRIA nA LRR v， 则 我 们 称 v 在 工 中 完全 分 
裂 . 上 面 的 讨论 吉明 ， 对 函数 域 情 形 而 言 , 如 果 儿 乎 所 有 的 天 的 位 
在 工 中 完全 分 型 ， 则 工 = K. 更 精确 一 些 ， Cebotarev 密度 定理 
告诉 我 们 ， 在 工 中 完全 分 裂 的 天 的 位 的 密度 是 1/n. 这 些 结论 对 
数 域 的 情况 同样 也 是 正确 的 . 
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从 定理 4 可 知 ， 


K Kql*? 
1-973 1-4 q'-s 


Cx (s) + 


Bg 和 4 的 多 项 式 ， 而 命题 4 告诉 我 们 ， 当 Res > oo Bf, 
Cx(s ) 21. Zi 结合 起 来 可 以 断定 


Kq'-9 
_ que 1- ql^$ 


Ck (s) + 


是 9 的 多 项 式 . 命 U —q-5. RHE, Cl) 可 以 写成 Zc(q^*), 
这 里 Ze (q 77) 是 一 条 非 奇异 射影 曲线 C 的 zeta BH, 从 而 有 


其 中 P (U 


此 外 


Pi(U) 
(1 ~ U)(1— qU)' 


) 是 一 个 U BEHR. i 
Pi(0) = Ze(0) = Rdim | Gk(s) = 1. 


Zc(U) = 


已 
2 = Resy- 1Zc(U) 

_ K _ py _ JacK| 
= Resu ( imu) -= a 


于 是 P1) = |JacK|. 借助 于 函数 方程 


和 


Z(8,xX0, $1) = Z(1 ~ s, xo, 41), 
$;(z) = [c7 [V2 d, (e7 1a) (82 rp ff di je 1) 


Z( — $xo,9,) = f lc |? B (ex) [2]! g 
Ik 


= i= f $; (z)!-*d* a 


ls 2g-— 六 一 y 
zqG-7909 DLI — $, Xo) = q 909-20 (1 — s), 
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RNA 
Gk (s) = qs PNT ~ 8). 
从 而 导出 PU) 应 满足 函数 方程 
PU) = (UP P, (=) | (4.1) 
gU 


又 因 PU) EU 的 多 项 式 , 故 上 式 意味 着 deg P; x 2g. # deg P < 
2g, WÆ U =0 时 ， (41) 式 右边 应 等 于 0, 这 与 其 左边 P(0)= 1 
矛盾 ， 故 deg P = 29. Ria, Hi 
PLU) = Zc(U)( - U)(1 — qu) 
以 及 
Zc(U) 一 IIa _ [des eyed 


是 一 个 整 系数 的 无 穷 乘积 , 可 以 断定 PU) 是 一 个 整 系数 多 项 式 . 
由 此 我 们 完成 了 定理 1 的 证 明 . 


§5 ”具有 非 平凡 特征 标 x 的 -函数 L(s, x) 
(定理 2 之 证 明 ) 


在 这 一 节 中 ， 我 们 假定 x 是 伊 代 尔 类 群 IK 的 一 个 特征 
标 ， 且 对 任意 复数 te CY Al | 用 


fao = 5 TU 


AUR x 的 前 导 子 ， S 表示 f(x) 的 支 集 ， 则 
L(s,x) = [LG <- xot) No. 
vgs . 
利用 命题 4 的 证 明 ， 我 们 可 以 断言 L(s,x) 在 Re s > 1 时 绝对 收 
96 H Re s 一 oo 时 L(s,x) + 1. it e 是 一 个 满足 diva = f(y) 
的 伊 代 尔 ， 至 为 (1+ P.) 的 特征 函数 ， 于 是 在 每 个 不 属于 S 的 位 
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o 处 ， 由 于 vs 是 非 分 歧 的 ， 故 FE, 上 的 限制 是 0 WE EK 
数 ; foe Sk, SEK 上 的 限制 是 1+bp 的 特征 函数 ， 而 
在 这 上 面 x 是 平凡 的 ， 从 而 我 们 有 


Z(s8.¥, 8) — -IIzexI/ Pdr, 


vgs TIS 
= L(s,x) [[ vota + pt). 
ves 
AXE BH A ATR, Ls, x) EX a HL go? 的 多 项 式 可 以 全 纯 开拓 至 
整个 s Kill. 结合 当 Res ood, L(s,y) 全 工 我 们 可 以 断定 ， 
存在 一 个 局 的 多 项 式 PU), 使 得 
L(s,x) = P(q^*,X). 
为 导出 Loo WARDI, FERIRA Z(1 - sx 1,$). 由 
推论 2 XI 
p = V, = jaje * 7 een. 
于 是 ， 当 Res 充分 大 时 ， 
Z(1-— sy! @) = |a] en f Vr) Ba (z)x "' a)r "5d? 
Ik 


一 la] [c^ ! lean 1] 75 


x wea x) $i (z)X ^! (ca^ 3 x)|r| ^ *d* x. 
Jir 


"Mv 个 在 Spat, 6 E K, 上 的 限制 是 O。 的 特征 消 数 ， 此 时 
Wo(Cr@, c.) 是 平 几 的 且 yy 非 分 歧 ， 从 而 
Z(1—s,y~!.8) 
= [a]* lc]3 7x "(ca^ L(1— 8, x =!) 
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id O, — {0} = U unt Xni, 


n=0 
/ wo (cvar EX! (Zujlzu | *d* xr, 
PT 


l ; -1 -] 
(Nv)ü 7-5 3» Yu (Cy Ay TYE) X 79) 
Ea yuEU api 7") 


— x J Xo (ty)d* ay. Fn < Me, 
Iepet 
1 ly, n X, X 
(No 023 Xo (zum; )d Tu, fyn > Ny- 
ty uy 


XE x. 在 1+b 上 非 平凡 ， 故 上 式 等 于 0. 从 而 当 vesh, 
过 Ov - {0} 的 积分 是 一 个 非 零 常数 (可 以 表 成 一 个 Gauss M). 于 
是 ， 存 在 常数 8, 使 得 


Z0 = s, x7}, Ê) = Bg à 3109-2 9e JO) p (1 — s,x 1). 


从 而 由 函数 方程 Z(s,x, 9) = 2Z(1 - s,x-1,$) SIHT Lis, x) ffi 
数 方程 


L(s,x) = e(x)gl$ 909-2908 ADE sy, 


PU, y) = = e(l) X)q2U y 2g—2+deg f(\}) p (za). 
qU J 


其 中 c(x) 是 一 个 非 零 常数， 又 因 PU, x) 是 U 的 多 项 式 ， 从 而 
P(U.x^!) 是 一 个 次 数 不 超过 2g - 2+ deg f(y) 的 多 项 式 ， 肯 结合 
P(0,x) = 上 我们 可 以 判断 出 P(C yo?) 的 次 数 恰 为 

2g — 2 + deg f(x), 


进而 P(U x) 也 是 一 个 2g -2+ deg f(y) 次 多 项 式 ， 由 此 完成 了 定 
理 2 之 证 明 . 


138 数论 及 其 应 用 


注 ”利用 上 面 的 讨论 ， 非 零 常数 c(x) 事实 上 可 以 表 为 


c(x) = qU ds Yom? TT [IT (eal) 


VES rEUv/(l+pr') 


x X (c TUM » [I Xe cv) 


ves 
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第 六 章 ”特征 和 估计 与 伊 代 尔 类 特征 标 


在 这 一 章 中 , 我 们 着 重 研 究 一 些 特征 和 的 估计 , 这 些 特征 和 的 
估计 在 数论 的 许多 研究 中 都 扮演 了 重要 角色 . 


81 万- 函 数 的 根 


在 第 五 章 中 我 们 研究 了 结合 函数 域 的 伊 代 尔 类 群 之 特征 标的 
三 函数 的 解析 性 质 ， 在 这 一 节 中 ， 我 们 将 研究 这 些 天 函数 根 的 性 
质 , 这 将 是 后 面 特征 和 估计 研究 的 基础 . 在 这 一 章 中 我 们 将 假定 读 
者 熟悉 类 域 论 的 一 些 结论 ， 不 了 解 类 域 论 的 读者 可 以 参阅 参考 文 
献 [2, 6, 11]. 

和 第 五 章 一 样 ， 如 无 特殊 说 明 ， k 总 表示 一 个 有 9 个 元 素 的 
ARR, A 是 常数 域 为 、 亏 格 为 9 的 单 变量 函数 域 ， 设 是 
K 的 一 个 可 分 闭 包 . 对 Galois 群 Ga( K/K) RRL Krull 拓扑 , 即 取 
(Ga(K/F) : F 4K rp K 的 有 限 Galois 扩张 } 作 为 Gal(K/K) 中 
单位 映射 的 一 个 基本 领域 系 . 在 Krull 拓扑 下 ，Galois EE Gal(K/K) 
成 为 一 个 全 不 连通 的 拓扑 群 。 结合 Gal(K/K) 的 每 一 个 有 限 维 表 
p, Artin 定义 了 一 个 L-&3 L(s,p). *4 p 是 Gal(K/K) 的 平凡 
表示 时 ， L-A% L(s,p) 就 是 K 的 zeta 函数 Ck (s). 对 Gal(K/K) 
的 一 个 一 维 表示 ( 即 特征 标 ) p, 存在 K 在 下 中 的 一 个 有 限 Abel p 
IK F, 使 得 p 可 以 视 为 

Gal(F/K) = Gal(K/K)/Gal(K/F) 


的 特征 标 ， 利用 整体 类 域 论 可 知 ， Ik[ K* Np (2g) 5 Gal(F/K) 
同 构 ， 从 而 存在 De/ K "Nei (lr) 的 一 个 伊 代 尔 类 特征 标 x, 使 得 
L(s.x) = L(s,p). 反 过 来 , 给 出 一 个 I / K* 的 有 限 阶 特征 标 x, 则 
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{EE K 的 一 个 有 限 Abel mm F def Ip / ker 同 构 于 Gall F/K). 
进而 可 找到 Gal( F/K) 的 一 个 一 维 表示 p. 使 得 
L(s.x) = L(s, p). 
因此 ， 在 /A/ 玉 ”的 有 限 阶 特征 标 与 Gal(K/A) (或 Gal( A /K) ) 
的 特征 标 之 间 有 一 个 一 一 对 应 ， 其 对 应 的 特征 标 结合 同样 的 也- 呆 
数 . 于 是 对 Tk/JA” 的 有 限 阶 特征 标 对 应 的 函数 的 根 的 研究 就 
ADEE Gal(K/K) 的 特征 标的 LARR. APEE pN 
命题 1 知 ， In / KX 的 任意 拟 特征 标 n 均 可 写成 一 个 有 限 阶 伊 代 
ACBE IER x 和 某 个 | |%(so c C) 的 乘积 ， 于 是 
L(s,n) = L(s, x| |°) = L(s + so, x). 

从 而 对 Lis n) 的 根 的 研究 可 以 由 对 Lis, x) 的 研究 中 得 到 . 

WE dK 的 有 限 Abel 扩张 1p 是 

Gal(K/F) = Gal(F/F) 

的 平凡 表示 ， 则 诱导 表示 


Gal(K/K), —— Gal(F/K} 
p= Ind Gal /F) lp = Ind (id) 1 


是 Gal(F/K) 的 一 个 次 数 为 下: K] 的 正则 表示 ， 并 且 它 可 以 分 解 
为 Gal( F/ K) 的 次 数 为 1 的 表示 p, 的 直 和 ， 而 且 每 个 p; 只 出 现 一 
K, B p= Oo. FAM Artin 六 函数 的 性 质 可 得 


Ce(s) = L(s,1p) = = Ip) 


) [I L(s, pi). 
pix 
注意 到 F NOR k 的 一 个 有 限 扩张 ， 我 们 以 kn 表示 ， 它 的 
BAG. 由 第 五 章 之 定理 1 知 
P Pr(qv"’) 
Y= (qoe) gata 
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D Pi(q ?) 
«07 gr gh) 
其 中 Pe(u) 和 Prelu) 分 别 为 次 数 2g9 和 2g, 的 多 项 式 ， 进 一 步 ， 
以 xi 表示 使 得 L(s,xi) = L(s,pi) f] Ix/ K^ 的 特征 标 ” 从 第 五 章 
中 的 定理 1 和 定理 2 知 ， 车 对 任意 的 so € C, WA x | pL 则 
L(s.xi) = P(g, xi), 

其 中 Plu xi) Æ u BIOS 29, 2 + degi(xi) 的 多 项 式 ， 这 里 
同 以 前 一 样 ， f(x) 表示 特征 标 x 的 前 导 子 .车 存在 so € C, 使 
f$ xi = | 1. W L(s, xi) = Cg(s + so). 此 时 车 以 PU. vi 表示 
L(s, xi) 的 分 子 ， 则 PQu xi) 是 一 个 次 数 为 29。 的 多 项 式 . 我们 断 
言 有 下 面 结果 . 

定理 1 记号 同 前 ， 则 Pe(u") = [Py HP Xi xh 

Xi 


Ik[K* 的 与 pi € Ga(FJK) 对 应 的 所 有 伊 代 尔 类 特征 标 ， 即 所 有 
Ik [K" Ny, g(Ip) 的 特征 标 . 
MARK Cels) = J] Lis, x) 对 励 函 数 的 研究 看 出 ， 问 题 的 关 
Xi 


键 是 研究 Xi = | ls RIER. 此外， 我 们 还 提醒 一 下 和 读者， 由 第 
五 章 的 定理 5 A, Ik 中 存在 一 个 次 数 为 1 的 伊 代 尔 . 在 证 明定 理 
1 之 前 ， 我 们 先 证 明 下 述 命题 . 

命题 1 Rk, ZkAK PH m 次 扩张 ERN 5k, 
Hom. WE RK 的 一 个 ih 次 非 分 歧 Abel HK. 对 A 的 任 
iiv f E BEŠTER v 的 位 w, A degw = (degv)/d, X 
(Eu : Ke] = m/d., HP d, = [km NK.: k] shop, Bt 是 Ig 的 一 
个 次 数 为 LOE Kn, RENE KUE)K* = In. 

这 里 从 Ty 到 I 的 范 数 映射 是 局 部 范 数 的 积 . 即 对 


c= (Zw) € Íp, Nyy (2) = [Iss € Ix. 


wa 


证 设 C 是 ky, 中 一 个 q" 一 了 次 单位 根 ， 又 设 f(x) 是 Ç 在 
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k 上 的 极 小 多 项 式 ， 则 deg f =m. BR, E= KO Æ K ff) Abel 
pk. RAK 的 常数 域 是 上 ,大 [BE:K]=degf=m. 设 v 是 KK 
的 一 个 位 ， 将 f(z) EK, 上 分 解 为 不 可 约 多 项 式 之 积 


f(x) = f(x) fe), 
则 由 Hensel 引 理 知 ， 每 个 fi(z) 在 Ky 的 剩余 类 域 ,上 不 可 约 ， 
H deg fi = deg j 对 任意 可 整除 v 的 E 的 位 w, 存在 i, 使 得 
E, = Ku[z]/(A(z)) 从 而 
[Ew : Ky) = deg fi = [rw : Kv), 


其 中 ku 表示 E 的 剩余 类 域 ， 换 名 话说 ， ES 在 K, LIER. 
又 设 dy = [Ky NEm : k]. 由 于 Kw = Kykm, 即 Ky 与 km 的 合成 ， 我 
们 有 
[Ew : Ky] = [Ky : Ke] = [km : km ky] = m/dy, 

以 及 

deg w = [Kw : km] = [ky : Ky N km] = (deg v) /d, (JL B2). 
此 外 ， 由 于 E, 在 Ky EESE, WK, 的 一 个 局 部 单 值 化 元 素 ru 
同时 也 是 E, 的 局 部 单 值 化 元 素 ， 不 过 ， 有 时 为 表述 明确 起 见 ， 仍 
用 不 同 的 记号 表示 . 


Kw = Kukyn 


ee 
Km 
Ky. 
deg v m 
dy dy 


Ky n Km 
| 
k 


图 2 
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y= J a 


w: E RJA 
是 一 个 E 的 一 个 次 数 为 1 的 E 的 伊 代 尔 ， 因 此 ， 对 所 有 的 w, 
n, € Z, 并且 对 几乎 的 所 有 的 nw 20. 以 及 


1 = 2 mv degw = 5 » J pu 


KI ule 


Nei = [I [[%z. IK nw) 


ek aE whe 


从 而 


以 及 


w|v 


deg Ng/k(y) = > (= BE — degu = 


BR, Neve Up) C Ik. 此 外 ， 对 Ik 中 任意 次 数 为 1 f BR t, 
有 Ik = Ig (0; 并 且 Ikt” 是 Ik 中 所 有 次 数 为 m 的 伊 代 尔 组 成 的 
集合 ， 特 别 地 ， 它 包含 了 Nely) 这 就 表明 

Np/g (TE)KY c ILH”. 
由 

Ir/Nesr (Te)K”* = Gal(E/K) 

可 知 ， NgjE)K* 是 Ik 的 一 个 指数 m 的 开 子 群 . 此 外 ， 再 注 
意 到 Ij (0) 也 是 Ik 的 指数 m 的 子 群 ， 于 是 结合 前 面 讨 论 可 得 

Ng,k(g)K* = Ix (ty. 
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推论 1 对 K 的 任意 位 和 万 的 任意 整除 习 的 位 ,有 
Ng, jk, (Uw) = Uv- 

定理 1 的 证 明 我 们 已 经 知道 ,对 应 于 表示 pi 的 特征 标 x; 是 
Ik [/ K" Np; (Hp) 的 特征 标 ， 即 那些 核 包 含 了 K*Npk(IHi) 的 Ix 
的 特征 标 ， 域 @ SPR E= .从 前 面 的 命题 1 可 知 ， 

Ik(t)" = Ngik(Ig)K* 2 Npig Ue)” 

从 而 人 7 人 的 ”的 特征 标 是 那些 具有 形式 让 = | |, s cC. H 
n 二 1 的 特征 标 jy， 因此 这 些 ”是 特征 标 X 中 的 一 部 分 ， 并 且 存 
在 一 个 次 单位 根 5 = nlt), 使 得 

Px(¢q°*) 
(1—6475)(1 — Gg! ^5) 
全 体 这 样 的 Lisy 的 乘积 ， 其 分 母 是 (1— 97)(1-qU^),3£ B 
Plu, n= = P(Qu xo), HY xo Æ Ik RYE. Be H 是 由 其 有 
形式 | i". ss € C 的 特征 标 vi 生成 的 Ig / “Ney (Le) lf B. 
由 于 这 样 的 特征 标 x; 在 Ik 上 平凡 , PA H EA mn BR RE, 
恰好 是 Ty / 1: 0)". (BRE. BONO nln, 进而 对 域 E = Kk, 
应 用 命题 1 可 得 


L(s,g) = 


Ik()" = K*Npk(1). 
利用 类 域 论 知 ， K Nep) 包含 K” NeyrUr), E' À F EF 
bh AHH, km 含 在 F 的 常数 域 ka H, AN km = kn, B 
man. 我们 已 经 证 明了 恰 有 个 可 以 对 应 p, 的 特征 标 \， 具 有 
| a so € C) 的 形式 ， 于 是 其 他 特征 标 所 结合 的 上 -函数 就 只 能 是 
4 “ 的 多 项 式 ， 综 上 所 述 ， 定 理 得 证 . 

第 四 章 的 定理 8 告诉 我 们 关于 域 FF 的 Riemann 猜测 成 立 ， 即 

FE wi, B. loi = g, 使 得 


2g, 


Pe(U) =】 [Ga - 50). 


il 
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于 是 存在 8;, 且 |8;| = q?, 使 得 


29p 2ng, 
Pru”) = Ia «ow = I 0- 50. 
i=l jel 


结合 定理 1 就 可 推出 多 项 式 Plu, x) 所 有 根 的 绝对 值 均 为 gl. 
利用 本 节 开 始 时 的 分 析 ， 总 结 上 述 讨论 ， 我 们 就 证 明了 下 面 结果 
定理 2 Ry Ig 的 一 个 有 限 阶 伊 代 尔 类 特征 标 . 用 P(g? x) 
表示 Lisy) 的 分 子 ， 则 Plu, x) 根 的 绝对 值 均 为 g-1/2. 
推论 2 Ry X Ig 的 一 个 有 限 阶 伊 代 尔 类 特征 标 ， 且 对 任意 
so € C Ef x £x | po. ik f(x) 为 XX 之 前 导 子 ， 则 
L(s.x) = P(q *.x), 
其 中 PU AN) =ltayut au? + 二 art 是 一 个 次 数 为 
r= 29x 一 2 十 deg f(x) 
的 多 项 式 ， 并 且 
lai] < (29, -2 + degi) vq, |ar| =q"/?. 
回忆 一 下 万 函数 L(s,x) 的 定义 
L(s.x) = J] L(s.x0) = IT G- xm), 
” FA 
其 中 Nw = qt 于 是 


a, = 5 Xv (Ty). 


deg v=1 
xv 非 分 歧 


进而 由 推论 2 得 
推论 3 采用 与 推论 2 同样 的 记号 ， 则 


25 X(T) € Qo, — 2+ deg f(x) VG. 


deg ul 


vo AE ok 
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上 述 不 等 式 是 我 们 后 面 研究 特征 和 估计 的 基础 . 简单 地 讲 , 给 
出 一 个 特征 和 ， 我 们 将 试图 构造 一 个 有 限 阶 伊 代 尔 类 特征 标 x, 使 
得 


y Xo (To) 


deg v=1 


xv 非 分 歧 


正好 是 所 给 的 特征 和 ， 从 而 可 以 应 用 推论 3 的 估计 . 

从 上 面 讨论 可 以 看 出 ， 定 理 2 的 证 明 用 到 了 类 域 论 ， 但 事实 
上 ， 定 理 2 的 证 明 并 不 一 定 要 用 类 域 论 ， W. Schmidt 在 参考 文献 
[8] 中 给 出 了 一 个 不 用 类 域 论 的 证 明 . 
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在 这 一 节 中 ， 上 大 仍 是 一 个 有 9 个 元 素 的 有 限 域 ，k = k(t) 是 
k 上 亏 格 为 0 的 有 理 函 数 域 ， 同 平常 一 样 ， 我 们 以 oo RH K 的 
以 Polt) = 1/t 为 局 部 单 值 化 参数 的 位 ， 对 天 中 一 个 非 零 有 理 函 
数 f(t), 我 们 用 supp f 表示 K 中 一 些 位 (包括 oo) 的 集合 ， 在 这 


些 位 处 ， /或 者 有 零点 或 者 是 极点 ， 显 然 ， 对 任意 
r€P'(k)-kUf(oo), f(x) € P'(k). 


Bx dé k" 的 一 个 阶 d > 1 的 乘法 特征 标 ， 令 x(0) = x(oo) = 0. 我 
们 将 x 扩展 为 Pi(k) 上 的 函数 ， 从 而 x(f(z)) 对 任意 的 x € P!(k) 
均 有 定义 .又 设 儿 为 上 的 加 法 特征 标 ， g(t) 是 上 上 次 数 为 4 的 多 
项 式 ， 则 w(g(x)) HERE rek HEEN. 

1948 Œ, A. Weil 在 参考 文献 [9] 中 给 出 下 面 一 些 特征 和 的 估 
计 . 

定理 3 Gy, ft g Ak, mz supp f PAT oo 的 所 有 
位 的 总 次 数 ， 
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(1) = div f gd-Div(K), 则 


(2) # q>n A (n,q)-1, A] 


>》 yz € (n - 1) a; 


rck 


(3) 假设 div f gd-Div(K), 或 者 g>n 且 (n,q) = 1, RI 


> xU(G)w(g(z))| € (m+n - 1) à. 


TEk 


我 们 将 从 下 面 这 个 定理 来 导出 定理 3. 对 K 的 每 个 异 于 co 
的 位 v, 固定 局 部 单 值 化 元 素 x 为 k 中 的 一 个 首 一 不 可 约 多 项 
式 ， 其 根 构成 v 此 外 ， 取 定 mu = l/t. 

定理 4 Ry, fg 同上， 进一步 假定 9(0) = 0. A 

(1) 存在 五 的 一 个 伊 代 尔 类 特征 标 , 使 得 

(a) w & supp f ?F X 3E 2: 3 $3, 

(b) Rv 是 一 个 不 在 supp f "P454, Fv co, RJ 


degv 
Wy (Ty) = x n x) , 
j-i 
其 中 By» 跑 遍 n, 的 所 有 根 ; Xv — oo, MAMA 
Woo (Too) = X(f (12.)). 
(c) 设 div f = $ avv. Mw 的 前 导 子 是 Sv, 其 中 心 跑 遍 所 


v v 


AR dia, 654. 
(2) 存在 K 的 一 个 在 oo 外 非 分 歧 的 伊 代 尔 类 特征 标 n, 使 得 
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Hoy) 9 | Y nao) 


1<j<deg v 
其 中 Bu 跑 遍 n 的 所 有 根 ， 进 一 步 ， X degg n 与 g k, M 
的 前 时 子 为 ( 十 1)oo 
首先 我 们 假定 定理 4 成 立 来 证 明定 理 3. 给 出 X 和 f 同 定理 
3, Wt o 同 定理 4. du 
S = {v € supp f:dla,}. 
从 div 的 条 件 已 知 w 有 一 个 非 平 凡 的 前 导 子 


cond w = ) v. 


vesupp f-S 


以 m 表示 cond w 的 次 数 ， 由 推论 3 得 
3L wm) € (m - 2)V4. 


由 此 导出 


5 wult) < (v + 》 deg v 一 e) vi 
deg v=:] ves 
ug supp f 
在 一 个 有 mr =t-ah hiv g suppf it, RANA 
w(t) = x(f(a)), 


这 一 公式 对 v= oo g supp f LIT. 进一步 ,在 其 余 的 点 5 € P' (X) 
处 ， 由 定义 知 ， x(f(b)) = 0. 于 是 上 面 不 等 式 可 以 化 为 


5 x(f(x))| € nj (v + 》 deg 2) vā 


rcPl(k) ves 
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最 后 ， 注 意 到 
m' + 5 deg v = 
vES 
于 是 上 面 不 等 式 右 边 《 (m-l yo. 由 此 定理 3 的 第 一 个 断言 得 
为 了 证 明 第 二 个 断言 ， 我 们 假定 9(0) = 0. BE n 为 定理 4 (2) 
中 由 和 g 构造 出 的 及 的 伊 代 尔 类 特征 标 . 有 关 的 条 件 导出 
7 的 前 导 子 cond y= (n+ ljoo, 其 次 数 是 n+1. 由 推论 3 知 


TH, fi oo supp f, 
m+1, # œ €suppf, 


5 Nv (Tr) < (n = 1) q. 


deg v=1 
vioo 


LED Fcc HEA 18 o^, RANG 
Ty = t-a 和 Wu (Ty) = w(g(a)). 
于 是 上 面 那 个 不 等 式 可 改写 为 


osos 


r€k 


)| € (n - 1) A. 


由 此 定理 3 (2) 得 证 . 

为 了 证 明 第 三 个 断言 ， 我 们 同样 假定 9(0) = 0. 考虑 伊 代 尔 类 
FEIER € = wy, Ko Ay DLE. 24 divf g d-Div(K) Bt, w 在 
某 个 位 "天 00 处 分 歧 ， 于 是 上 也 是 分 歧 的 ， 且 

cond € < X v t (n t 1)oo 


vesupp f 
vioo 
F EE oo 处 分 歧 ， 则 deg cond £ < m 4- n 4 1, 并 且 由 推论 3 知 


Y. &() 


deg v] 
Ex 非 分 歧 


= [Do x(f( 


rck 


S (m * n — 1) /9: 


150 数论 及 其 应 用 


若 5 在 oo 处 非 分 歧 ， 则 deg cond £ < m, wo = 1. DA n — 1. F 
样 利用 推论 3 得 


$^ &G)| = Yo xU) + 1| € (m - 2) VG. 
deg v=1 zrck 
Wr 


这 些 都 导出 (3). 最 后 ， 当 divf ed. Div(K) 时 ，w 是 平凡 的 . 于 
是 


Dewa] Y. wt). 
rck ZE 天 
f(z)ek* 


结合 (2) 即 得 所 需 不 等 式 ， 这样， 定理 3 得 证 . 
Go nog 则 定理 3 的 (2) 和 (3) 显然 成 立 RH vp g 
定义 的 特征 标 n, 或 者 满足 


2co € cond y < (n + l)o. 


REEE Ik EYA. C n 非 平 凡 时 ， 估 计 (2) 是 成 立 的 . 此 外 ， 
当 g(t) 是 一 个 二 的 单项 式 时 ， (2) 可 以 用 更 容易 的 方法 证 明 . 
习题 1 d g(t) = ct", t Ek”. 利用 Gauss 和 的 知识 证 明 


》 vg(z)) 


r€k 


< (n - 1) yj. 


现在 我 们 来 证 明定 理 4. 首先 ， 不 失 一 般 性 ， 我 们 可 设 f(t) = 
cfi(t)/ fa(t) 是 大 中 非 零 常数 c RL kt 中 两 个 首 一 且 互 素 的 多 项 
式 之 商 ， 则 


m 


f(t) » c[[t - a)", 


i=l 


其 中 Qi 互 不 相同 ， a; 为 非 零 整数 . 


PAF 特征 和 信 计 与 伊 代 尔 关 特 征 标 。 151 


对 给 定 的 x 和 S, 我们 如 下 定义 Ik/ K^ 的 特征 标 w: 在 一 个 
非 oo 且 不 在 supp f 中 的 位 v 处 ， 定 义 wr EU 上 平凡 ， 并 且 


deg v 
wy (tr) = x n 7) 
j=l 


其 中 Dj。 FR s, 的 所 有 的 根 ， 车 位 v = co g supp f, 则 
deg fı = deg fo. 
从 而 f(oo) = c A deg f — 0. 此 时 定义 ww 在 WU 上 为 1, 应 有 
Woo (Too) = X( Joo)) = x(e). 
于 是 ,我 们 定义 了 一 个 在 下 述 的 伊 代 尔 上 的 非 分 歧 特征 标 o: 这 些 
伊 代 尔 在 suppf 中 的 位 上 平凡 .这样 的 伊 代 尔 全 体 构成 了 Ir 的 
一 个 子 群 ， 记 作 K? 通过 命 w 在 ID (1p 上 取 值 1 


v € supp f vésupp f 
可 把 w 扩充 为 


r= [[Kr I a») 


vgsuppf  v€suppf 
上 的 一 个 特征 标 . 由 于 Ik =K I, 所 以 o 可 以 扩充 为 Ik/K* 
上 的 一 个 伊 代 尔 类 特征 标的 充 要 条 件 是 ， 它 在 K* 门 I 上 平凡 . 
为 验证 这 一 点 ， 任 取 A(t) € K* (11. W h(t) = hi(t)/ho(t) X kt] 
中 两 个 互 素 多 项 式 之 商 ， 则 当 ve suppf Av £0 时 ， 亡 (9 和 
hz(t) 均 为 K 中 单位 ， 且 
hy (t) = ha(t) (mod, ). 
这 表明 hi (t) — ho (t) 可 被 
P): [[ mt) e€ kje 
v€supp f 
4 天 oo 
整除 因此， 对 任意 的 ;= 1,2,---,m, hla) = h(a) #0, Bp 
h(ai) = 1. Æ oo € supp f, Ml 
deg h = deg hı — deg hy = 0, 
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A hy hs 有 相同 的 首 项 系数 ， 利 用 对 h 的 选取 ， 我 们 有 
at (Ty) c)des ". Iso Tu 人 Qi eai X 一 日 deg deg f 


和 deg fdegh = 0. 于 是 由 定义 可 得 


=JJewo= I em 


vg supp f 


axle ^ I — 0) 
Tu BR hi BK ho 


=X (Ii mas | = AD eh 


这 样 我 们 就 得 到 了 一 个 险 <d 的 Ik/K*X 的 伊 代 尔 类 特征 标 o. 


设 
div f= y ArU. 
vesupp f 
下 面 我 们 将 证 明 o 在 使 得 df av 的 位 v € supp f 处 分 歧 ， 而 在 
supp f 中 其 他 位 处 ，w 非 分 歧 . 设 ve suppf 且 wv 关 cc. 假设 


deg v 


Ty(t) = Il (t — ai), 


i=l 
使 得 ;= 1,2,---,degu 时 ， = a.. 我 们 已 经 知道 K, 的 剩余 类 域 
Ky 是 k(o4), ra 的 根 均 为 a, 关于 Gal(ky/k) MEG. FREES 
项 式 x(t) € kft], 使 得 z(a) 生成 Kx, 进而 Kx 可 由 


deg v 


Nay jk (r(o1) = [J x z(aj 


i=l 
生成 . 利用 中 国 剩余 定理 , BEA HL WARS SHAE (1) A holt) € klt), 
使 得 
Ay(t) = z(t), he(t)=1 (mod m,), 


h,(t) = h(t) 2 1 (modry), w € supp f, w ZU,&. 
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如 果 必 要 ， 在 h(t) 和 h(t) 上 添加 P(t) 的 适当 倍数 ， 这 样 我 们 总 
可 假定 hl 和 j 有 同样 的 次 数 和 首 项 系数 . > 


A(t) = h (t/h (t) e K* 


则 
A(t) = e(t) (mod m,), 
A(t) z 1 (mod mu), w€ supp f, w £ v, co. 
从 关系 式 
1 = w(h(0)) = o (h(t)) I] wy, (h(t)) 
w g supp f 
= w (AlE) x (i man ) 
i=l 
deg v Ge deg v Ov 
= wy (h(t) x (TI ha) = wy (A(t)) x (Ti so) 
i=l il 
我 们 可 得 
deg v 一 Qu 
wy (A(t)) = x ( Il z(a) . 
i=l 
由 于 


deg v 


I lei) = N. (zo) 
i=l l 


ER k* Ay 的 阶 为 d, 于 是 当 dfa, 时 ， w(h(t)) X 1; 另 一 方 
H, “dla. 时 ， 同 样 的 讨论 可 以 证 明 ， 对 kit] 中 任意 与 m, EX 
的 (t). 有 à. (A()) = 1. 从 而 wo 在 AS 的 单位 上 平凡 ， 即 w, 是 
非 分 歧 的 ， 最 后 ， 如 果 co € supp f, Hx 


halt) = 3 P(t), y(t) = 14 PU), 
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其 中 be k*, W AE) = hz()/h(t) 模 PO ARF 1, S po ARF 
b, 从 而 有 
1=w(h) =wooth(t)) J] wulr(t)) 


w ¢ supp f 


= woo(h(t)) [[x(G (o + 07 )/h:(0)* 
i=1 
= Woo (b) + x(b) Ef = walb) + x(b)*. 
进而 可 知 ，wo EU 上 平凡 的 充 要 条 件 是 dias. 这 就 证 明了 定 
理 4 的 第 一 个 断言 . 

为 证 明定 理 4 的 第 二 个 断言 , 给 定 k(t] 中 一 个 常数 项 为 0 的 多 
项 式 g(t) 和 特征 标 v. 利用 g 和 ,我 们 将 如 下 构造 一 个 Ik/K* 
的 一 个 伊 代 尔 类 特征 标 n Mb. YE K% 上 定义 no Ó ww 在 
Too = l/t 和 kx 上 平凡 ， 对 多 项 式 

A(z) 2l aiz az" =(1-y2)---(1-yyx), 
Ek, yek 
定义 
Noo (h(15)) = V(g(*i) +- 9004), 

这 里 vos v WIE. 由 于 g(0) = 0, 而 且 如 果 必 要 ， 我 们 可 以 
在 A(z) 上 添加 一 些 系数 为 0 的 项 ， 所 以 我 们 总 可 假定 > noH 
g(t) = byt” + + byt, 

其 中 biek B b, £0, W 
(N) + + (Yu) = bnsn + bn-iSn-1 ++ + bis, 
ix 4 
si= y, 1=1,2,---,n. 
j=l 


反复 利用 Newton 等 式 (参见 参考 文献 [4]) 


Si + 018,1 + 028i +--+ + aj 18, + ia; = 0, 
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可 以 看 到 ， gly) 十 … 十 9(Y) 是 系数 在 不 中， 变数 为 aean 
的 多 项 式 ， 并 且 -nbnan 是 唯一 含有 an 的 项 ， 换 名 话说 ， 存 在 天 
上 的 一 个 n 一 1 元 多 项 式 g, 使 得 
ON) * c + Gu) = -nbsa, + Jla, , Qn-1). 
Re HB, MER BH, gli) ttg) Ek. 因此 moo(h(7xwo)) 是 
有 意义 的 ， 同时 ， 这 也 证 明了 Noo (h(noo)) 只 依赖 于 Q1,°°° Qn. 换 
名 话说 ， 若 有 k[t] 中 两 个 常数 项 均 为 1 的 多 项 式 h(t) 和 h(t), € 
们 的 前 n 项 相同 ， 则 
Noo (hi (Treo)) = Noo(h2(Too))- 
Au, 1pm 中 ro 的 任意 多 项 式 在 no 作用 下 的 值 为 1. 将 no 
连续 地 扩展 到 +p 上， 使 得 它 在 1 + ptt! 上 平凡 ， 进 而 由 
Too (Pa (Too) ia (Too) = Noo (Pa (roo)) Moo Ct (755), 
hy, ha € k[t], H hi(0) = ho(0) =1 
XH, ho 是 1+ py, 的 一 个 特征 标 .， 再 利用 分 解 式 
K% = (Too) k* (1 + p,,), 
并 结合 no 的 定义 ， 我 们 就 得 到 K% 的 一 个 特征 标 nue. 
通过 命 在 DI M, 上 取 值 为 1 可 以 把 moo 扩展 成 AS [T Ue 


vFoo 
上 的 特征 标 ， 由 于 
K*() («: | = kX, 
了 天 oo 
以 及 no 在 kX 上 平凡 ， 我 们 可 以 进一步 将 7 扩展 为 Ik/K* 上 的 
特征 标 . 这 里 用 到 了 分 解 式 
Ik = K*- KX [[ u. 


ufoo 


显然 ， 这 样 得 到 的 特征 标 7 是 有 限 阶 的 . 
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假定 (gq,n) = 1, 我 们 断言 nE co 处 分 歧 ， 事 实 上 ， 从 前 面 分 
析 看 出 ， 当 h(x) = 1+anz". an Ek 时 
Noo (A(T) = (7 nb,a,). 
由 于 (q 2) = 1, b, £0, BOM an ROR k PERE, -ninan OR 
kk 中 的 元 ， 又 因 w 是 非 平凡 的 ， 从 而 了 的 前 导 子 
cond 7 = (n + 1)oc 


HR aE nol. 
最 后 ， 注 意 到 在 一 个 具有 局 部 单 值 化 元 素 


deg v deg v 
Ty = li (t 一 Bj) zer [I (1 一 Bj vto) 
"D J=1 


H Zoo Hov Ab, H 


deg v 
l= nm) 一 Ne (Ty) Noo( Ty) = nr) (s al 


j=l 


j=l 
习题 2 设 天 是 大 上 的 有 理 函 数 域 ， 9 是 由 有 限 多 个 天 的 位 组 成 
的 集合 ， 证 明 ， 对 任意 自然 数 n 有 


In = (Te [e+ 7 K* 


vgs ves 


deg v 
可 得 Mru) = (E 2) . 这 就 证 明了 断言 (2 定理 4 得 证 . 


推论 4 设 f(t) 是 大 上 首 一 多 项 式 ， 且 f(t) jim 个 不 同 的 
JE. 如 果 [ORAE ku] 中 一 个 多 项 式 的 d KR, Mat kX 66 — d M 
特征 标 x、 有 


SD x0 


TEk 


利用 定理 3, 我 们 还 可 导出 一 个 关于 Kloosterman 和 的 估计 . 


< (m — 1). 


PAE 特征 和 估计 与 伊 代 尔 类 特征 标 157 


推论 5(Weil) 设 b,cEk, 且 它们 不 同时 为 0. 假定 g 是 奇数 ， 
Wt k 的 任意 非 平凡 加 法 特征 标 y, A 
5 v(br + cx!) € 24. 


z€k* 


Hae, Sk = Z/pZ 时 有 
p-1 
SE entere cou 
z=1 


XTpi—^4ERK. 
证 车 5 和 < 中 有 一 个 为 0, 则 另 一 个 不 为 0. 于 是 
ŞO v(br + cx!) = -1 
z€k* 
显然 满足 不 等 式 ， 因 此 我 们 现在 假定 be Z0. Ha = doc. Hy = 
br 二 cz uj 


y^ — a = (bx —cx7!)? 


是 一 个 六方 ， 容易 验证 ， 可 以 且 只 可 以 在 zi = zs 或 rro = c/d 
时 ， bri +cez = br er; | RY. 此外， 方程 zr? = c/b 可 解 的 
充 要 条 件 是 bc RS FAR. REE y -a= 0 是 可 解 的 . 

By 是 上 ”的 一 个 二 次 特征 标 ， 它 在 k 的 平方 数 处 取 值 1. 
在 非 半 方 数 处 取 值 -1. 设 

f()}=t—a, g(t)-t 

由 定理 3 (3) 得 
》 vw) x(y? - a) 
yck 


REP, Ko 的 非 平凡 性 可 以 导出 D vy) = 0, 从 而 推论 5 可 以 由 
y€k 
关系 式 


< 2G. 


2 (bz + er~! - 》 et) x(y^ — a) 


rCck* y€k 
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导出 ， 为 证 明 此 关系 式 ， 我 们 分 两 种 情况 来 讨论 . 
情形 1 : b 不 是 平方 数 ， 此 时 ， y? - a 恒 不 为 0, 并 且 


》 wy Yay? — a) 十 1)= 2 5 wy). 


y€k vek 
y -a€k* 
Huy -aze kx? 则 
(y+uy ^ u) = a = 4be z 0, 
于 是 我 们 可 找到 c € kX, HB y tu = 20x. MT y- u = 2er !. 这 
表明 y = bcr cri. 另 一 方面 ,我们 已 知 ， 当 y 是 形 如 br + cx! 
的 数 时 ， y-a 是 一 个 非 零 平方 数 ， 进 而， 由 x By 的 映射 是 2 
对 1 的 ， 这 就 表明 


2 3 u(y) = 5y v(bz + cx7'). 
yek zek* 
y!-acek*? 


情形 2: be-d' ek). KH, y -a-048 
d b 
y = £2d + (bf +) 


这 两 个 解 . 于 是 我 们 有 


> vO? ~ a) +1) = $5 sw) | + v2) + v(-24). 
y€k 2d 
y? -ack*? 


利用 情形 1 中 的 讨论 可 知 ,， 当 y 关 士 24 B y! -a 是 个 平方 数 时 , 方 
程 y = 好 +czr | RF ct kX 中 怡 有 两 个 解 ， 而 当 y = +2d 时 ， 
该 方程 只 有 一 个 解 x = djb. 由 此 我 们 可 以 导出 所 需 公式 . 

习题 3 利用 构造 一 个 导 子 cond x =2-0+2-00 的 Ik/K* 的 伊 
代 尔 类 特征 标 x, 以 及 关系 式 


5 Xv (Tu) = X V(br-cr 


deg v=} r€kX 
v £0,00 
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来 证 明 推 论 5. 

下 面 我 们 给 出 一 个 定理 3 在 Diophantine 方程 中 的 应 用 , 读者 
可 以 同时 参见 参考 文献 [9]. 同 前 面 一 样 ， 大 仍 是 一 个 有 a 个 元 素 
WARR. AEk ERES AG). fcn 考虑 方程 组 

yy = file) s wtf) 
"Tm (zs y) ERT? BEN. 设 di = 
ged (naq 一 1), 首先 我 们 看 到 y = file) 5 yb = f(x) 有 相同 的 
解数 .为 简化 计算 ， 我 们 假定 ， 当 j|di HjzdiB, fiy BH 
一 多 项 式 且 不 是 其 他 多 项 式 的 d; OR. 此 外 ， fi PRPN HO. 同 第 
二 章 81 中 一 样 ， 以 Ni(w) 表示 y^ =u 的 解数 ， 于 是 Ni 可 以 用 特 
征 和 来 表示 
Ni = Dox, 
x 


其 中 y 的 求 和 范围 是 kx 的 所 有 阶 可 整除 d, 的 特征 标 ， 取 定 E 
的 一 个 生成 元 x, 我 们 有 


di-1 . 
N; = » x7, 
j=0 
其 中 ei = (g - 1)/di. FR 
N 23 Ni (Ai) N (f(z) 


rck 


一 1 
=> DE PE x^" (i (2) x^ (f(z) 


TEk ji-0 Jr 


=q+ y x(fi* . efr), 


TEk 0cji&d;-1 
上 式 中 和 号 D RREM jic jo = = j=0 这 一 项 . 而 第 一 项 
q 恰 由 此 项 产生 ， 它 是 N 的 主 项 . 当 0<7 <d,-1 且 并 非 所 有 
jr =0 时 ， 对 指标 组 J= Gass +s dr)s 多 项 式 

PG) = flay on 
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是 个 首 -- 多 项 式 并 且 不 是 任 一 多 项 式 的 4- 1 UR. 于 是 利用 推论 
4 可 得 
>》 X( 户 (z)) 


rck 
HP m 是 fale) o fo (e) 的 不 同根 的 数目 ， 这 表明 
IN = g| € (di 一 On 一 TV9. 
定理 5(Schinidt!)) 设 filr) fr) 是 大 中 两 两 互 素 的 
K- SRA, RN ORE Eia 
wy = fiz), co wtf) 
在 kU PERS AGE. RG d; = gcd (ni,g 一 1). 此 外 我 们 还 假定 当 
jid RAG 时， fila} 不 是 任 一 多 项 式 的 d KE. 那么 
IN — q| € (dy ---d, ~ 1)(m — 1) 4, 
i Eom AE file) o fr) 20 的 不 同 的 解 的 数目 ， 特别 地 ， 当 
4 充分 大 时 ， 我 们 有 N = G+ O(V9). 
设 了 是 个 奇 素 数 ， 将 定理 5 应 用 于 大 = Z/pZ, file) = ro 


< (m 一 1)V9， 


loo ff@jsetr dR m =n 二 … =n, = 2 这 种 特殊 情况 . 
此 时 上 所 要 研究 的 方程 组 是 
y; -—o rd, yi or 2, SEM y-rr. 


对 这 一 方程 组 的 每 一 个 解 € k, MM tye ter 同时 都 
E k PAAR. MR etl ctr 中 有 一 个 为 0, 则 由 此 可 
导出 方程 组 的 2771 个 解 . 以 No 表示 该 方程 组 的 解 集中 那些 使 得 
Sile) fre) = 0 的 解 (ryan. yr) 的 个 数 ， 则 No 1277. 在 
剩余 的 解 里 面 ， 对 每 个 z 值 ， 都 有 两 个 y; 的 值 与 之 对 应 ， 即 对 应 
了 方程 组 的 27 个 解 ， 我 们 以 R 表示 大 中 那些 使 z+1 er 
为 二 次 剩余 的 z 的 个 数 ， 则 N = 2°, + No. 
综合 上 面 讨论 ， 我 们 就 得 到 了 下 面 的 推论 . 
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推论 6 SX pEXS XH, Z/pZ PR r+l, r42, cr 
QAR p HORM RAK z 的 个 数 
R, = Z- + Ol yp). 
很 明显 ， 如 果 把 1,2……,r 换 成 另外 7 个 互 不 相同 的 数 ， 也 有 
同样 的 结论 成 立 . 


§3 ”特征 和 的 估计 


在 这 一 节 中 , 我们 将 给 出 更 多 特征 和 的 估计 , 它们 在 数论 及 其 
组 合 学 理 沦 中 都 有 十 分 好 的 应 用 ， 在 本 书 的 第 九 章 中 我 们 将 涉及 
这 些 特 入 和 估计 的 一 些 应 用 ， 本 节 的 结果 均 选 自 参考 文献 [8]. 
同 前 儿 节 一 样 ， 设 大 是 有 4 个 元 素 的 有 限 域 ，k,, AUR k YER 
某 个 代数 财 包 大 中 的 m KEK. BON, 是 范 映射 
NA /k : ky — k* 
的 核 ， 又 取 te kn 使 得 kn = k(t). 此 外 ， 我 们 假定 n > 2. 4 


Sn = [TE oe kUfoo} = Po). 


t+a 


HH, a=k}, oo/oo 被 指定 为 1. 以 o 表示 Gal(ky/k) 中 将 
T BRA r1 的 Frobenius BRAY, FE to +@ = olt +a), S, 含 于 Nan 
"m. 

定理 6 对 Nu 的 每 个 非凡 特征 标 Xx, 有 


3 x(s) 


s€S, 
证 P(T) Æ ERA RDS HK, w 是 由 PT) 对 应 的 
K = k(T) 的 位 . 则 degw =n B. P(T) 是 Ko 的 局 部 单 值 化 元 素 . 
将 了 BRN CIS Ow 到 ks 的 大同 态 显然 是 个 满 射 ， 并 且 其 核 是 
由 P(T) 生成 的 理想 ， 即 pw 由 此 我 们 得 到 一 个 同 态 Oups © kn, 


< (n - 2). 
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这 诱导 出 同 构 
Uy/(1+p,) = k;. 
利用 第 一 章 定理 3 A, N.-—(c(r)zr:zck;) 由 此 看 出 ， Bo 
为 z/o(zx) 的 从 ki 到 Nn 的 同 态 诱导 出 同 构 kr /k" m 综 上 所 
述 ， 我 们 得 到 
Uw [KT (Y Py) = ky /k* = Ny. 
因此 ， 由 Nn 的 一 个 特征 标 X 可 以 导出 Uy 的 一 个 在 k*(1 + py) 
上 平凡 的 特征 标 wu, 并 且 当 x 是 非 平凡 时 ，w 的 前 导 子 是 w. 通 
过 命 w 在 (Too) [[ Us 上 平凡 把 wi 扩充 为 (m) [Us 上 的 特征 标 
LE v 


w. X. Bi 
(es He) nics = 和 w 


在 k* 上 平凡 ， 我 们 可 以 把 w 扩张 为 Ik 上 的 特征 标 ， 此 时 只 需 命 
w Æ K* 上 平凡 即 可 做 到 这 一 点 ， 于 是 w 就 成 为 IK/Kx 的 一 个 
有 限 阶 伊 代 尔 类 特征 标 ， 其 导 子 cond w — w. 利用 推论 3 可 得 


D wy (Ty) 


deg v=1 


< (n 2) V4. 


在 v= oo 处， 
Woo (Too) -1- x(1); 
在 局 部 单 值 化 元 素 x, T +0 rv Ab, Bio 的 构造 可 得 


wun) = Wy(T +a) ! = (uu) = GL) 


当 au = oo 时 ， 1/co 被 指定 为 0. 
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定理 7 对 kn 的 一 个 非 平凡 加 法 特征 标 y, 有 


2_ vs) 


ses, 


< (2n — 2) 4. 


证 HU P(D),w 和 与 定理 5 的 证 明 中 的 PCT), w RIA X 
义 相同 ， 同 样 ， 将 人 映 为 上 的 同 态 诱 导出 同 构 Ou/p, S .由 
FT kn 中 元 素 均 为 79 -人 在 天 中 的 根 所 以 多 项 式 TU -TE 
k 上 可 以 分 解 为 一 些 次 数 能 整除 n 的 不 可 约 首 一 多 项 式 的 积 ， 特 
别 地 ， 的 最 小 多 项 式 PITIT” — T, BD P(T) BRT" T H 
P(TP tT — T. 于 是 我 们 可 取 rw AT" — T. 在 第 四 章 82 中 我 
们 看 到 ， 利 用 Hensel 5]38, k, 中 的 非 零 元 可 以 提升 为 Ko 中 的 
q" 一 1 次 单位 根 ， 以 U 表示 它们 构成 的 群 ， 则 U OH RE LU, 
中 ， 事 实 上 ， 


Uy = U( + p,). 


因此 Us /U (1 pi) 同 构 于 (1 + p,)/(1 + p2), 而 后 者 在 映射 1 + 
Thi h FARF Oups. 利用 映射 了 ,一 t 我们 将 UU IL + 
PV) 与 ks 等 同 起 来 ， 于 是 ky 的 一 个 非 平 凡 特 征 标 HEMET Us 
的 一 个 在 U1 + pz) 上 平凡 ， 前 导 子 为 2w 的 特征 标 vu. EB H — 
样 ， 通 过 让 nd 

K* [I t) 


viu 


上 平凡 把 nu 扩充 为 Ix [K* 的 一 个 伊 代 尔 类 特征 标 从 kx CU 
以 及 加 在 k*. 上 平凡 可 知 上 面 扩充 是 在 可 行 的 . 显然 cond n = 2v. 
condy 的 次 数 是 2n. 利用 推论 3 得 


»» Nu (Ty) 


deg v=1 


< (n = 2) yj. 
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X BS holt) = 1 = WO0), 所 以 上 面 不 等 式 可 化 为 
< (2n — 2) q. 


1+ nr +a)! 


ack 


38] F H È E uH] 
我 们 先 看 看 是 什么 样 的 u EU MAC Ow 使 得 


(Ta) t=ul + mh) (mod p?,). 


HH Dr] eX PAA SR g* 次 方 得 


(+a sul zu (mod p2,). 


BH Uy /U + pi) 中 的 (Ta)! SAF On/p, 中 的 
(Ta). 而 这 又 等 同 于 kn 中 的 (+a). 于 是 我 们 有 


? y! = 7 
mT +a)! =v) 
定理 得 证 . 
注意 到 ， 对 ceAUfce}, 有 
Ü a t-t 
一 一 一 二 1 十 ; 
t+a ita 


因此 5, = 0S, cc Hl b= ttt, c= d. RAED, S, 和 S", 是 相 
互 的 仿 射 变换 .又 因 y ERER k, 的 所 有 非 平凡 加 法 特征 标 时 vi 
EHUR kn 的 所 有 非 平凡 加 法 特征 标 ， 所 以 我 们 可 改写 定理 7 为 下 
TER. 


PAE 特征 和 估计 与 伊 代 尔 类 特征 标 165 


ET 对 kn 的 任意 非 平凡 加 法 特征 标 v, A 
> vls) 
SESn 
考虑 n = 2 时 的 情况 .显然 $2 CN. 不 过 由 于 So 与 Na 的 
势 均 为 4+1 因此 Sy = No. 从 而 得 到 
推论 7 对 kp 的 任意 非 平 几 加 法 特征 标 v. A 


< (2n — 2) /q. 


通过 人 研究 Frobenius 自 同 构 在 一 定 的 平展 上 同调 上 的 作用 ， 
P. Deligne 在 参考 文献 [3] 中 证 明了 下 面 的 关于 广义 Kloosterman 
和 的 估计 . 

定理 8(Deligne) 3f kn 的 任意 非 平凡 加 法 特征 标 由， 有 


Y vle) 


ZEAn 


显然 ， 推 论 7 是 定理 8 的 特殊 情况 . 不过， 从 上面 对 此 特殊 
情况 的 讨论 中 看 出 ， 此 时 估计 可 以 从 有 限 域 上 曲线 的 Riemann 猜 
想 得 出 ， 而 不 必 涉 及 平展 上 同调 的 知识 . 

定理 9 对 Ni x ken 的 任意 非 平凡 特征 标 Qu), 有 


Y= x(Gs)u(s) 


res, 


证 DX 入 中 有 一 个 是 平凡 的 ， 那么 上 面 不 等 式 可 以 由 定 
理 6, 或 定理 7 得 到 ， 因 此 下 面 假定 x 和 w 都 是 非 平凡 的 ， Bw 
是 对 应 于 t 的 极 小 多 项 式 PT) 的 位 ，w Ay 4:99 R^ He 
定理 6 和 定理 7 证 明 中 的 方法 所 构造 的 Jk/K* 的 伊 代 尔 类 特征 
bs. XH b= 19 t, 使 得 


S-bS' +1, K=k(T). 


< nq 072 


< (2n ~ 2) 4. 
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注意 到 cond w = w, cond n = 2w. 因此 wn 为 Ik /K* 有 限 阶 伊 代 
尔 类 特征 标 且 cond wn = 2w. Ht v 是 有 局 部 单 值 化 元 素 ru = Ta 
的 位 ， 由 w Aly 的 定义 得 


t 1 
Welly (Ty) = Wwtw(T +a)! = x( : +e) w(i) 
t1 +a t +a 
-x( 25) Dep 
woætaæ (Tæ) = XU)W (0) = x(O)e(1)9(-1). 
结合 推论 3 即 得 


和 


> wot (te) = |o x(W] € (2n -2)Va. 
deg v=] scs 
由 此 定理 得 证 . 


再 回 到 n = 2 的 情况 ， 此 时 So = No. 于 是 此 刻 的 定理 8 变 为 
下 述 推 论 . 
推论 8 对 Na x ko 的 每 个 非 平 凡 特 征 标 Qc V), 有 


> x(iz)v(z)| < 2. 
r€N, 

推论 中 的 特征 和 可 以 看 成 M 上 的 Gauss 和 ， 让 我 们 回想 一 
下 Nz 是 范 映射 NL, 的 核 ， 而 范 映 射 可 以 用 及 上 的 一 个 二 次 型 
q(z,y) KER, TÆ No ÈH alr, y) = 1 的 解 组 成 的 ， 从 而 它 是 个 
椭圆 ， 这 可 以 看 作 双 曲线 zy = 1 在 k? 中 的 “ 紧 形式 *， 于 是 推论 
8 的 一 个 “分 裂 ”模拟 形式 应 该 是 | 


| 5 u(z)v(z  w(bz + ex^) 


z€k* | 


5 pu! (z)yp(br tcr!) 


rEkX 


< 2Vg, 
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其 中 或 者 uoc! 是 k* 的 非 平 凡 特 征 标 ， 或 者 bc € 上 不 同时 为 
0. 注意 到 ， k? 的 特征 标 可 写成 (bz + cy) (b,c € k?) 的 形式 ( 参 
见 第 一 章 ). 下 面 我 们 将 证 明 这 个 模拟 形式 是 正确 的 . 顺便 指出 ， 当 
b= c = 1 这 种 特殊 的 情况 是 由 Mordell 首先 证 明 的 . 此 外 , 当 uv! 
非 平凡 时， 该 和 式 被 称 为 扭曲 的 Kloosterman $A. 

定理 10 设 外 是 上 的 一 个 非 平凡 加 法 特征 标 , 假设 或 者 义 是 
kx 的 一 个 非 平凡 特征 标 ， 或 者 (b,c) € K? — {(0,0)}. 则 


5y x(x)v(br + ez ')| < 2. 
z€k* 
证 若 X 平 凡 ， 则 此 不 等 式 可 由 推论 5 得 出 ， 于 是 我 们 总 假 

定 x 是 非 平 凡 的 . DER, XE ob mk c 为 0, 则 扭曲 的 Kloosterman 
和 变 为 通常 的 Gauss 和 ， 因 此 其 绝对 值 为 V4, 上 述 不 等 式 当 然 成 
ML. 所 以 接 下 来 我 们 还 假定 bc 关 0. 我 们 将 利用 xM y 来 构造 一 
^ K = k(T) 的 导 子 为 2.0+2.oo 的 伊 代 尔 类 特征 标 上 . 取 0 处 
的 局 部 单 值 化 元 素 为 了 . 那么 U/l +p) 中 的 任意 元 素 总 可 写成 
z(1- yT)(z € k",y €k) 的 形式 ， 利用 


§o(x(1 + yT)) = x(z) ! v(ey) 


FREE Uo/ 1.9 po) 上 定义 bo; W ro = 1/T, RADE, Une /(1 +p) 中 
元 素 可 以 写成 *(1+gyroe) (z € k*,y € k) 的 形式 ， E Uso /(1 + pè) 
上 利用 


oo (z(1 + ytoo)) = X(T) V(by) 


过 让 E 在 AL Me (too) 上 平凡 ， 把 £o, Cos 扩充 为 Tu, (750) 上 的 


特征 标 C. 由 于 € 在 


(Ip) NK* = kx 
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上 平凡 ， 所 以 它 可 以 扩充 为 Ik/K* 的 一 个 有 限 伊 代 尔 类 特征 标 ， 
其 前 导 子 显然 为 cond £=2-0+2-00. 利用 推论 3 得 


> £y (ty) < 2/9. 
deg v=1 
vzÜ,oc 


在 具有 局 部 单 值 化 元 素 m = Tc a(ac k*) 的 位 处 HEE 
义 可 知 
Solty) = &(T t a) E (T a) 
= £&(a(1--a T) Eo (ry (1 am,)) ! 
= x(a)v(ca"! (ba). 
由 此 定理 得 证 . 
事实 上 ， Deligne 在 证 明 一 般 Kloosterman 和 的 估计 (定理 8) 
时 也 对 分 昏 的 情况 进行 了 研究 ， 他 有 一 个 简单 的 方法 可 以 从 分 裂 
情况 导出 非 分 裂 情 况 也 有 同样 的 估计 . 基于 这 一 想法 及 Mordell 的 
结果 (定理 10), Delignela 猜测 对 扭曲 的 广义 Kloosterman 和 应 有 
同样 的 估计 成 立 ， 即 
猜想 (Deligne) - 对 Nn x kn 的 非 平凡 特征 标 (x, v), 我 们 应 有 


zł 


< nq T. 


>> x(z)w(z) 
ZEN, 

推论 8 证 实 了 上 述 猜 想 在 n = 2 时 成 立 ， 并 且 它 也 说 明 在 
2 二 2 时 ， 这 一 猜想 可 从 有 限 域 上 曲线 的 Riemann 猜想 导出 . 

在 本 节 的 最 后 ,我 们 将 给 出 另 一 个 特征 和 的 估计 ,这 一 结论 是 
首先 由 N. Katz”) 利用 类 似 于 P. Deligne 采用 的 儿 何方 法 证 明 的 . 
我 们 在 此 给 出 的 证 明 则 是 算术 的 . 它 较 Katz 所 用 的 方法 要 初等 得 
多 . 


KAP /是 有 限 域 的 有 限 扩 张 ， 其 扩张 次 数 之 和 是 
n. BA FE, x cx F, RA k EKKA n 的 平展 代数 (étale algebra), 
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我 们 记 作 B. GR, BR k MAMAS 已 中， 对 B 中 元 素 
z= (ror) WEA F = kai) 并 且 vi 在 上 的 极 小 多 项 式 
是 两 两 互 素 的 (也 可 称 这 些 v; 是 在 大 上 两 两 不 共 扼 的 ), 那么 我 们 
TR x kk TE A BY (reguler). 

定理 ll(Katz) EBk LK GE n OERRHK, « FB 
的 一 个 正则 元 素 ， 则 对 BX 的 任意 非 平凡 特征 标 x, 有 


5 x(z — a)| € (n- 1). 
yaa B® 


WE Ww B= MXR x: x Fe = (rr), 以 及 xX = 
(xi xe) 这 里 Xi 为 FX 的 特征 标 . 由 于 该 特征 和 全 多 有 q XR, 
PEM n-1 < Vg 时 ,该 不 等 式 是 平凡 的 . 于 是 下 面 假定 w -1 < Vg, 
则 7 < n< Ya 以 PT) 表示 在 天 上 的 极 小 多 项 式 ， 设 vy. 
Op JE HE K = R(T) 的 位 ， 使 得 已 为 在 vi 处 的 局 部 单 值 化 元 
Weer uy 和 oo BW 的 不 同 的 位 ， 它 们 的 剩余 类 域 在 映射 
T = te ATO! Hs 0 下 分 别 同 构 于 Pio B.A k. X} 
Psisr, Ruy, 是 WW; 的 特征 标 ， 它 在 lp, EN, SFA 

Uv / (1 + Po, ) S F? 


上 它 是 由 Xx 给 出 的 . go. 是 uu 的 特征 标 ， 它 在 lp EX 
AR, 在 
Us /(1 + pa) KT 


上 由 xy, 给 出 ， 取 rw = UT, 定义 wln) = 1. 4f v £z 
Uii. Ur 和 oo Bf, 定义 Wy 在 U 上 平凡 . 命 w= Hor, 显然 它 是 
L4. (rc) 的 一 个 特征 标 ， 由 于 对 ae kx 

w(a) = wn (a) is, (Jus (a) 


= xp (0) ai ) (0) = 1, 
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Ww Ek 上 平凡 , 因此 o 可 扩充 为 Ik/K” 上 的 一 个 伊 代 尔 类 特 
征 标 . 它 是 有 限 阶 的 ， 且 由 于 至 少 有 一 个 x1,…, xr 是非 平 几 的 ， 
所 以 其 前 导 子 满足 


0 < condw € v +--+ +, 十 oo， 


设 Z 是 xz 的 那些 位 于 中 的 分 量 的 全 体 ， FH, Hack 
要 满足 z+ -a € BX 的 充 要 条 件 是 a g Z 在 位 v=aek-2 处， 
我 们 可 取 Tt =T -a, FË 
wy (Ty) = wn (T 2a) wu (T =a) lus(T-a)! 
-1 


= xı(zı ~ a) Xp (tp — a)woo (ro (1 一 azroo)) 


= x(x — a). 


首先 假定 w 在 所 有 位 于 ZU} 的 位 上 分 歧 ， 则 由 推论 3 及 
cond w 的 次 数 < degu +--+ degu, +degoo=n+1 Al 


< (n - D). 


Wy (Ty) = 


> x(z - a) 


a€k—-Z 


deg v=} 


wv: 非 分 歧 


接 下 来 ,假定 在 Z Uf{oo} 中 的 7 个 位 处 是 非 分 歧 的 , 则 deg(condw) < 
n+1—j. 从 而 由 推论 3 得 


> welts) (n-1- yg 


deg v=1 
wv: 非 分 歧 
由 此 得 到 


Y. x(x - a) 


a€k-Z 


S (n-j-UvVq-j € (n- y). 
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由 此 完成 定理 11 之 证 明 . 


$4 一 - 般 形式 的 Davenport-Hasse 等 式 


到 目前 为 止 , 我 们 对 伊 代 尔 类 特征 标 已 有 了 比较 多 的 了 解 ， A 
用 这 些 知识 , 我 们 给 出 在 第 一 章 85 中 讨论 过 的 Davenport-Hasse 等 
式 的 另外 一 种 解释 . 首先 简略 地 回顾 一 下 Davenport-Hasse 等 式 . 
设 上 大 是 一 个 有 a 个 元 素 的 有 限 域 ， 取 定 kx 的 一 个 非 平凡 乘法 特 
征 标 x Ik 的 一 个 非 平凡 加 法 特征 标 v, 由 此 定义 Gauss 和 


906 9) = D> x(x)v(z). 
x€k* 
NR kn 是 上 的 n 次 域 扩 张 . N,, /k 和 Trp, yk 分 别 为 扩张 kn/k 的 
范 数 映 射 和 迹 映 射 . Davenport-Hasse 等 式 给 出 了 Gauss 和 g(x, v) 
与 Gauss 和 g(x o Ny, je V o Trp, jw) 之 间 的 关系 


(790 V))" = -g(x o Nu, je, Wo Tr jk) 


(参见 第 一 章 定理 6). 

命 K = k(T). 我 们 利用 定理 10 的 证 明知 道 , 存在 I /Kx 的 一 
个 伊 代 尔 类 特征 标 &, 其 导 子 为 cond € = 1.0+2.oo CE Uo/1+po 
上 的 限制 £o 由 olr) =x) 给 出 , MEE Mos/1 +p2, 上 的 限制 
S00 则 由 ee(z(L+%roo)) = x(z)U(y) 给 出 , 这 里 too = 1/T, £ € k* 
和 ye kk. 我 们 已 经 证 明了 


> &() = 》 xele) = g(x. ¥). 


deg v=1 r€ck* 
v3 0.oo 


由 于 cond € 的 次 数 为 3, 故 可 记 L(s,é) = P(q *,£). 从 第 五 章 定 
FR551, P(u£) 是 一 个 次 数 为 1 的 如 的 多 项 式 . 于 是 从 L(s,€) 
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Plu, £) = 1+ y £y(1,)u 三 1 十 g(x. uu. 
deg v1 


£y dE ATE 
REK Sk WAR, BBE-Ek(T) Bik € SM Ig 
到 Ik 的 范 映射 Ngjk 之 合成 给 出 了 Ig 的 一 个 伊 代 尔 类 特征 标 
CoNg,k. 同 命题 1 所 指出 的 那样 ，E 在 K 上 是 非 分 歧 的 , 从 而 对 
任意 的 位 vw 和 任意 能 整除 v H E 的 位 ww, 局 部 范 映射 Ng iu. 
RU, HU. 并 且 它 还 是 个 满 射 , 注意 到 在 的 所 有 位 中 ， 能够 整 
Be (K f) 0 (或 oo) 位 的 位 只 有 一 个 ， 我 们 仍 把 它 记 作 0 (或 oo). 
由 于 上 在 0 和 eco 外 是非 分 歧 的 ， 于 是 EoNeir TE 0 MM co 5h 
也 是 非 歧 的 下面 我 们 来 讨论 Coo Ng, i, 和 Eoo Nge eus 由 于 
Ng, ie (1+ Pog) = 1+ pog, 所 以 Coo Ng, ok, PE 1+ pos 上 平凡 ， 
在 Uy eV t+ Pow = RY KURE 
Eo o Ng, jg, (m) = Eo(NA et) = X(N jn). 
类 似 地 ， 由 
Ng, Kb Poop) = 1+ Po 
BU, fo Ne yg Æ T Py ER, cU EA pl, EWW 
Æ: 对 任意 的 ex ye kn, 有 
Eœ o NE, /Ko (r(1- Yreo)) 
= Ex ((Na jer) N E, KR (T+ Moc) 
= Boc (Ni, gm) (1 + (Trk, sey) 70) 
= X(N en js mU (Try, ey): 
用 与 前 面 同样 的 讨论 可 得 


Piu, £ o Ngy) = 1 gx o Nu, js vo Tre, qu. 
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于 是 Davenport-Hasse 等 式 可 以 改写 为 
P(u^,£oNg;k)— II P(C u. £), 
i=l 


其 中 Gh 是 :个 站 次 本 原单 位 根 . 

习题 4 验证 在 第 … 章 $5 中 Davenort-Hasse 等 式 的 证 明 本 质 上 就 
是 上 面 的 改写 过 程 . 

上 面 我 们 把 Hasse-Davenport 等 式 用 个 关于 Plu,w) 的 等 式 
表述 出 来 ， 其 中 o 是 伊 代 尔 类 特征 标 ， 这 就 为 它 的 推广 做 好 了 准 
8. 下 面 域 kK 将 被 允许 为 是 常数 域 为 大 的 任意 单 变量 函数 域 ， 对 
Ik/K* 的 一 个 伊 代 尔 特 征 标 w， 从 81 知 ， 它 结合 了 一 个 L3 
L(s,w), ik 六 函数 是 个 有 理 函 数 ， 其 分 子 可 以 用 Peio) KE 
m. 其 中 Puw) 是 一 个 关于 4 的 多 项 式 . 

定理 12(Davenport-Hasse 等 式 ) ik K 是 常数 域 为 天 的 单 
XGG OR, kSOR ko 5 n XA PK, E Kok. 中 是 了 /天 x 的 
伊 代 尔 类 特征 标 ， 则 存在 fr 的 特征 标 小 它 映 肝 为 1 RR I 中 
次 数 为 1 的 伊 代 尔 为 &, 且 使 得 有 下 面 等 式 成 立 


L(s,woNgEr) = I] L(s,m'w). 
i=l 


等 价 地 ， 我 们 有 
Plu”, wo Ng) = [| Piu). 
t=] 


证 利用 命题 1 知 ， 扩 张 E/K 是 非 分 歧 的 ， 又 由 推论 1, 对 
K 的 任意 位 w 和 任意 可 整除 v 0 E 的 位 w, 局 部 范 映射 Ne say, 
B Uy 为 ULL 进而 ，wo Ngyxk 只 在 这 样 一 些 位 w 处 分 睹 ， 这 些 w 
整除 某 个 kK 上 的 o SRBE. TEE 的 其 他 位 处 ，wo Njjie 是 
非 分 歧 的 ， Bu 是 天 上 w 非 分 歧 的 一 个 位 . 首先 我 们 断言 


I] L{s, wy o Ng, Kk.) = J 26s, ney). 
i=l 


w|v 
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Ln, 表示 K, 的 剩余 类 域 ， 同 命题 1 一 样 ， 命 
dy = [Ku (M, : kl. 
注意 到 d, Æ degu Mn 的 最 大 公约 数 ， 于 是 恰 有 d TE Oh w 
整除 H [Eu : K,] = n/d,, 以 及 degw = (degv)/d,. HF Ew 在 
K, 上 非 分 歧 ， 故 可 取 rw 为 rw, 从 而 
ll Lis w o Nev x) 


w|v 
= IIa _ wilm, ) PF q "(deg w)s)-1 
wiv 
二 e _ wy (Ty) q$r deg v/d,)-d 
n/d, 


= I (1 — Wy (Ty) C, a, gr) 
i=l 


M (1 ~ wu Ty) KG iq 3)degv)-! 


= IIo ~ wv (ty) ni (m,)q 5d ")71 


i=l 

n 
= [J Ls, nw). 
ixl 


由 此 前 述 断 言 成 立 ， 进 而 定理 12 的 第 一 个 结论 成 立 ， 当 w 不 是 
| (so € C) 这 种 形式 的 特征 标 时 ， 第 二 个 结论 通过 命 4 = qoo 可 
以 从 第 一 个 结论 得 出 . 于 是 下 面 我 们 总 假定 w 在 IL LER, BB 
每 个 次 数 为 1 的 伊 代 尔 为 a. 此 时 

_ P(g, w) 

H9) ag = ag) 


TÉ 
n n P( (Gag n w) 
im) = = H-a oh —angnü-s): 
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另 一 方面 ， 对 Ig 中 任意 次 数 为 1 的 伊 代 尔 y, 我 们 由 命题 1 知 ， 
Neyx(y) 的 次 数 是 n. 于 是 wo Ne/k(y) =a", H 

| Plg ,woNgE/k) 
(1 _ a^q-ns)(1 a gngn(1-3)' 


L(s,w o NE/k) = 


由 此 可 以 明显 看 出 


n 


][ £6 = L6 oo Ner) 


等 价 于 4 
I[ Piu) = Plu", o o Nu). 
i=l 


于 是 定理 得 证 . 
Davenport-Hasse 等 式 还 可 以 表述 为 下 面 更 一 般 的 形式 ， 不 过 
在 此 我 们 不 证 明 它 了 . 
定理 13 RK A-APRLGHEEF RRM, PRK 的 有 
FR Abel 扩张 ， 对 Ik / K* 的 任意 伊 代 尔 类 特征 标 w, 我 们 有 
L(s, o Np) = Io 


HP 1) 跑 遍 Ig /K* Neg (Ip) 的 所 有 特征 标 . 

习题 5 证 明定 理 12 为 定理 13 的 一 种 特殊 情况 . 

YER x = qo 是 Ik/K* 的 一 个 满足 

XeoeNF/K =woNp/k 

的 特征 标 . 这 就 是 说 Xx Aw 提升 出 同一 个 Ip/F* 的 特征 标 . 我 们 
APE Ir = GLi (Ar), Mii Ip/F* 的 伊 代 尔 类 特征 标 可 以 看 作 是 
GLi(Ap) LE “AFER”. 映射 wwoNpyk 就 成 为 GL (Ax) 
上 自 守 形式 到 GL (Ar) 上 自 守 形 式 的 “提升 ”. 从 自 守 形式 的 观点 
来 看 ， 定 理 13 就 是 说 ， 给 出 GLA) 的 一 个 自 字 形式 e 如 果 它 
可 以 由 GL (Ax) 中 的 自 字形 式 w 提升 得 到 ， 那 么 € 的 L-R RS 
是 所 有 这 样 的 w 的 工 -函数 之 积 . 更 一 般 些 ， 群 GL 可 以 用 约 化 群 
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来 代 换 ， 此 时 “提升 映射 ”就 被 称 为 “ 基 变 换 ” (base change) RR 
Sj. 研究 这 种 条 件 下 的 Davenport-Hasse 等 式 是 群 表示 论 中 一 个 非 
常 困 难 的 问题 . 日 前 只 是 就 GL, 的 情况 给 出 了 答案 : n= d 是 定理 
13; n = 2 由 Langlands!) 给 出 ， 一 般 的 是 被 Arthur 和 Clozel!!!) 
所 解决 的 ， 关 于 自 守 形 式 和 自 守 表示 的 基础 知识 我 们 将 在 第 八 章 
中 了 予以 介绍 . 

再 回 到 定理 02. 命 

P(u,uw) = ld atus aigu, = (1 — byu) (1 ~ bru), 
Hp r= deg P(u.w). 定理 12 指出 ， 前 导 子 fw) 5 flwoNp x) 有 
相同 的 次 数 ， 于 是 我 们 可 以 记 

PoNE) E Auc oc dut 
-(1-HBu)--(1- B.u). 

必要 时 ， 将 Pius o Ng) iin 下 ， 从 定理 12 


可 以 看 出 ， 忆 = bP, t= 1.2,…,n， 反 过 来 ， 如 果 B; =b, i= 
1,2, n, BARNA 


n 
Plu,woNp we) = I] P(C uw). 


从 而 定理 12 等 价 于 

定理 12! GR E feo 均 同 定理 12, 则 P(u,woNEjk) 的 根 是 

P(u,w) GARE n RA. 

在 第 五 章 中 我 们 给 出 了 关于 Ls, w) 的 函数 方程 ,将 它 用 Phu wj 

来 表示 得 
P(u,w) = e(w)u” P( Nm Jl 
qu' 

其 中 elw) 是 一 个 常数 ，7 为 P(u,w) 的 次 数 ， 即 


| " 车 w=| |®, sec, 
r= 
29 一 2+ deg fw)， 其 他 人 情况. 
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又 因 P(u,co7!) 的 常数 项 为 1, 所 以 
elw) = a, = (-1)bi b. 

类 似 地 

ew oNgk) = Ap = (71^ Bj B, = (-1)" (bi b)". 
又 由 于 了 与 degfw) = degjo Ng) 有 相同 的 奇偶 性 ， 于 是 我 们 
就 得 到 了 

推论 9 A E $w ARZI, 则 

(—1) ef Nerei o Ng) = (118 eu)". 

当 w 是 本 节 开 始 时 所 述 的 Tx/K* 的 伊 代 尔 类 特征 标 € Bf, 

上 面 公式 正好 是 Davenport-Hasse 等 式 的 原始 形式 . 


85 曲线 的 zeta 函数 


在 第 二 章 中 ,我 们 研究 了 由 方程 aor? an? = 0 所 定义 
的 射影 簇 的 zeta 函数 ， 在 这 一 节 中 ， 我 们 将 利用 $2 和 $4 两 节 的 
结果 来 计算 由 

yp = file), ,y= fa) 
定义 的 仿 射 曲线 的 zeta 函数 ， 其 中 ， foo f. BARR kE 
的 多 项 式 ， 为 简单 起 见 ， 我 们 假定 fi. f. 只 有 单 根 ， 并 且 它 们 
是 两 两 互 素 的 . 同 前 面 一 样 ， 记 上 的 势 为 g, HHBE Nn, n 是 
4 一 1 WAF. WE k 的 生成 元 x. WON, ER v 在 ks EIE 
数 ， 利 用 §2 后 面部 分 的 讨论 知 
Ni =q +5 X X(FP (a) fit (a). 


z€k 0€j; €ni-1 


大 不 全 为 0 
其 中 ei = (g 一 号 /mi, i= 1,257. 由 于 有 nilg 一 1 的 假定 ， 所 
以 在 计算 ON, t, RRE N 的 表达 式 中 把 g 换 成 q", 把 换 成 
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xoN,,, 即 可 ， 即 
Node OY) xeNuaUP m i) FP (a). 
c€k, 0€ ji £ni-l 


A RENO 
因此 


oo oo oo 
Eme ewt Y XY 
n=1 n=1 j 


o Nu, n (i (0) c fh (a) u"). 
Bl —-rjBJ-—(eg;hEmTOzj4zn-lH4drfj 40. 
我 们 先 对 n ORAM. B fuos fe 的 假定 知 
fl (x) = f? (2): fb (x) 
是 一 个 多 项 式 ， 并 且 f/(z) 不 是 另 一 个 大 上 的 多 项 式 的 g - 1 次 
T. WK = k(T) 是 大 上 的 有 理 函 数 域 ， 以 wj 表示 按 定理 4 证 


明 中 所 述 方法 用 x 和 £7 构造 出 的 Ik/K* 的 伊 代 尔 类 特征 标 ， 则 
wy 并 非 处 处 非 分 歧 ， 并 且 


X v € cond wy < 5 v, 


v€Supp f” veSupp f" 
4 关 oo 
以 及 
P(u,wy) =1l+ayu+---+a,u" = (1 — bju)--- (1— bu). 
同时 还 有 


3x" (2) = | âi, * Wy 在 oo 处 分 歧 ， 
zEk a-l, 车 wy 在 co 处 非 分 歧 . 


24A, BE, = Kk, HW 


P(u,wy ONg jk) = lo Ayut+---+A,u’, 
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则 利用 上 节 的 讨论 得 
Ay, # uy 在 oo Jb ri, 
人 9» - PE E wy 在 co 处 非 分 歧 . 
另 一 方面 ， 利 用 定理 12' 得 
CT 


综合 这 些 讨论 ， 当 ul 足够 小 时 ， 我 们 有 
$5 3o xo Ne a (wu 


i=] or€k, 
u bi b, 
1—bu 1 -bru 
| 0, A wj 在 oo 处 分 歧 
l/1—u) 车 wy 在 co 处 非 分 歧 
-peed 车 wy 在 co 处 分 歧 ， 
Plu,wy) W(l-u), 著 wy 在 oo 处 非 分 歧 . 


从 而 存在 整数 m > 0 , 使 得 


[e 
3 Nan = P» Es 2- 


n=l 1- qu 
我 们 把 定义 VY 的 联 立方 程 齐 性 化 ， 车 它们 定义 了 一 一 条 下 上 的 非 奇 
aon EE SRE 我 们 得 到 


1 P'(u,wy) 
N = + 一 一 一 十 一 一 一 一 . 
-> au" "ix l-u > P(u,wj) 


DD 


由 于 只 有 非 平 凡 的 P(u oi) 才 有 绝对 值 为 q^ 的 根 ， 从 而 根据 
dE Ay Fe EY zeta 函数 的 一 般 形 式 ， RATA, V 的 zeta 
函数 应 该 是 
I P(u,ws) 
^v = Fa gay 
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EFK, 我 们 就 一 个 具体 的 情况 作为 例子 来 加 以 讨论 . Bys E 
kx, a,b 均 与 g HX, q JERR HH. BV fey’ = yx +6 
定义 的 平面 曲线 . 注意 f(z) = yze + 只 有 单 根 . 进一步 假定 与 
DER, b 整除 gf -1. WY BR 的 一 个 阶 为 总 的 特征 标 ， 由 上 面 
的 讨论 看 出 ， 仿 射 曲线 Vk, 上 点 的 个 数 N, 等 于 


b-1 
Nn =a" € M DxoNe n (F(a): 
z€k, j=l 
BEA = kT), o? EH x? 和 f(z) 按 62 中 所 述 方法 构造 出 的 IK/KX 
的 伊 代 尔 类 特征 标 ， 由 于 deg f = a 与 x^ 的 阶 互 素 ,所 以 wi 的 前 
SF cond wl 的 阶 等 于 a + 1. 因此 P(u,u9) 是 一 个 次 数 为 a 一 1 
Kou 的 多 项 式 ， 而 射影 能 V 的 zeta 函数 是 
P(u,w):--P(u,w!) 
(1 — u) (1— qu) 


另 一 方面 ， yr? — y 6 — 0 TE kn 中 解 的 个 数 Nn 已 在 第 二 
章 $1 中 计算 过 . 利用 那里 的 方法 ， 首 先 将 方程 改写 为 


Zv(u) = 


ó Iyz* — 6 ye 41 = 0. 
fit do = (a,q" — 1), dy = (b,g” — 1) — b, fj 
Nn =q" + 2 x05") x1 C-6) (x. xa) 
7 So xe(6r7 ba (8) xa), 


其 中 两 个 和 式 分 别 是 对 kx 的 特征 标 xo, xi, xo 与 Xo; Xi RKA, È 
们 均 要 求 X = y^ = 1, 不 过 第 一 个 和 式 还 要 求 Xo, Xi,X2 #1 H 
Xoxixa2 = 1; 而 第 二 个 和 式 则 要 求 xo, x1 Z 1H Xoxi = l. 由 于 我 
们 假定 了 a 5b EX, 于 是 do 5b 互 素 ， 从 而 第 二 个 求 和 范围 是 
空 集 . 

我 们 现在 可 以 按 第 二 章 82 中 方法 来 计算 六 的 zeta 函数 . 我 
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们 有 ) 
T] (137 c(xo, xi xo)u 2) 
Z= (Xo.X1.X2) -. 
ve (1- u) (1 — qu) 


Rm 
c(xo, xi X2) = xo(0y ba (-9)76a. x2). 


RPR xo. xi, xo 是 大 的 一 个 六 = H(X0,X1,X2) 次 扩张 k, WHR 
法 特征 标 ， 并 且 xo? = 1, x2 = L xo xi, x2 £ l, xoxix2 = 1. 此 
外 ， 还 要 求 不 存在 k, 的 任何 真子 域 km, 使 得 xo, xi, x2 可 以 由 
kx, 的 特征 标 复合 范 映 射 Ni, UL. 而 得 到 ， 可 以 看 出 在 每 个 Galois 
轨道 中 只 能 选 出 一 个 这 样 的 三 元 组 . 

TAR V 是 由 方程 y = yz? +ô = f(x) 定义 的 椭圆 曲线 
这 种 特殊 情况 来 比较 Zlu) 的 两 种 表述 ， 不 过 在 这 里 我 们 还 要 求 
char k # 2,3. 此 时 Z>(u) 的 分 子 为 

Plu,w)=1+ M x(f(z))u + qu?, 
zrck 

其 中 x 是 kx 的 二 次 特征 标 . 接 下 来 我 们 分 两 种 情况 来 研究 第 二 
个 表达 式 . 

情形 1: q= 1(mod3). 此 时 8cd(3,9—-1) = 3. H xo RX 的 
一 个 3 阶 特征 标 ， kx 的 另 一 个 3 Bre ERR AX. 同 前 面 一 样 ， 
Bex 是 kx 的 二 次 特征 标 ， 则 

P(u,w) = (1 - xo(y 16)x(-6)j(x, xXo)u) 
~ (1 = Xo 8) x(-8) F(x, xxo)u). 


THJÉ 2: g = 2(mod 3). 此 时 ged(3,g-1)=1, 以 及 ged(3, q? 
-1) = 3. H xo Æ kX 的 一 个 3 阶 特征 标 . Zylu) 的 第 二 种 表达 
式 中 含有 x) 的 项 只 有 一 个 ， 在 此 项 上 ， 


XXXoNkk， X2=X X, H(Xo, X1, X2) = 2. 
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于 是 
Pluw) = 1+ 5 x(f(z))u + qu? = 1 — elxo Xi x). 
ZE 大 
由 此 看 出 
》 x(f(2)) = 0. 
rck 
以 及 


c(Xo, X1, X2) = =q. 

从 几何 上 看 ， 是 P! 的 一 个 有 限 覆盖 . 若 我 们 把 这 个 覆盖 
映射 取 为 (z,y) rz， 则 我 们 取 P^ 的 函数 域 为 K = k(x). V 
的 函数 域 为 k(x, y) = F, HE F Æ K 的 二 次 Galois 扩张 ， 因 
此 K*Np,g(Ip) 是 Ik 的 一 个 二 阶 开 子 群 ， 伊 代 尔 类 特征 标 w 在 
Ik/K* 上 是 非 平 凡 的 ， 且 

Gr(s) = L(s,w)Cx(s). 

如 果 我 们 把 覆盖 映射 取 为 (7,y) y. Wü P! 的 函数 域 应 取 为 
K = k(y), V 的 函数 域 为 k(x,y) = F. 4 q =2(mod3) Bl, F sk 
K 上 是 非 Galois fj. 183 q = 1(mod3) 时 ，F/K 是 Galois 的 , 其 
Galois 群 是 个 3 阶 循环 群 。 从 类 域 论 可 知 ， 存 在 Tk /K Nese (Ip) 
的 两 个 3 阶 伊 代 尔 类 特征 标 上 和 6; 使 得 

CF(s) = L(s, €)L(s, €) C (s). 
特征 标 5 PI E 是 什么 呢 ? 由 情形 1 的 讨论 可 知 ， 它 们 的 P 函数 是 

1 — xo(y 6)x(~6)i(x, xXo)u 
和 

1 — Xo(Y^!8)x(-6)3 (x, xxo)u. 
为 了 更 精确 一 些 , 借助 曲线 定义 的 方程 六 = ya? +s, Bl r? = h(y), 
其 中 hly) = y7!y! - y716. BUT xo 为 kx 的 3 阶 特征 标 ， 所 以 利 
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用 xo 和 内 我 们 可 以 构造 出 I /K* 的 一 个 伊 代 尔 类 特征 标 E € 
在 oo 处 分 歧 ， 且 cond € 的 次 数 是 3. 从 而 P(u E) 次 数 为 1. 我 们 
同样 可 以 证 明 

P(u, €)P(u, £) P(u,w) 


(l-u)(l-qu)” (1-wu)1- qu) 


Zv(u) = 


于 是 Plu.) 是 P(u,o) 的 一 个 因子 ， 进 而 5 € 就 是 我 们 所 要 的 
特征 标 . 

习题 6 RV ey = ys" +6 定 义 的 曲线 ， 其 中 7, 6 ekx, au 和 
b 是 不 能 被 chark 整除 的 互 素 整数 ， 且 bjg 一 1. Ry 是 kx 的 阶 为 6 的 
FEIER, K = K(D). 又 设 w' 是 由 x' 和 f(x) = yat +6 构造 的 Tx/KX 
的 伊 代 尔 类 特征 标 . 证 明 : 在 Zp(u) 的 两 种 表达 式 中 ， 其 分 子 表达 式 之 
间 有 下 面 的 关系 


P(u,w')z IIa 一 c(xo. X', XoX Jut $9 XoX 1). 
xo 


其 中 xo 跑 遍 kx 上 阶 可 整除 gcd(a,gx — 1) 的 非 平 凡 特征 标的 Galois $h 
道 全 体 . 
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第 七 章 模 形 式 理论 
在 这 一 章 中 , 我 们 将 概述 经 典 模 形式 理论 的 基本 概念 和 结果 . 
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所 谓 Poincaré 上 半 平 面 5 是 指 复 平面 C 的 上 半 平 面 , 即 集合 
{z EC:Im(z) > 0]. 
S T RAN RE 


b 
SLo(Z) = C H -a,b,c,d € Z,ad — be = I 
[9i 


它 以 线性 变换 的 方式 作用 在 Poincaré 上 半 平 面 上 ， 即 对 


a b 
v=( Jer, rz € f 
c d 


az+b 
cz+d 


yz = 


习题 1 设 ?,z 间 上 ， 证 明 
Im(z) 
jez +d?" 


Im(yz) = 


这 个 习题 表明 DET 作用 下 仍旧 是 S. 轨道 空间 5/n 常常 
用 一 个 区 域 来 表示 ， 该 区 域 称 为 T HEKER, 通常 取 作 D, 如 下 
页 图 3 所 示 . 注意 ， 在 此 图 中 ， 点 -1/2+iy 55 1/2 +iy (y > 0), 
点 e? 与 点 ell") (r/3< 0 « 2/2) 均 在 同一 轨道 上 . 

给 出 性 上 双 曲 度量 y-2dzdy, 4 y BF +00 时 ， 点 -1/2+iy 
与 点 1/2+ iy 间 的 距离 是 趋 于 0 的 ， 于 是 区 域 D 看 上 去 就 像 是 一 
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个 有 和 孔 的 球面 . 点 ioo AKA TOW) AH, ioo FE TF AN SUB EH ico 


注 DD 中 的 点 可 以 参数 化 C 上 的 椭圆 曲线 ， 事实 上 ， 一 条 C 
上 的 椭圆 曲线 总 可 以 写成 C/L 的 形式 , 其 中 工 是 C 上 的 一 个 格 ， 
CREA 2 BS ZR. 如 果 存 在 一 个 从 椭 贺 曲线 C/L 到 椭圆 曲线 
C/ 的 解析 群 同 构 f, 我 们 称 这 两 条 椭圆 曲线 是 等 价 的 ， 此 时 ， 
对 任意 的 z,2 EC, 有 


f(z +a) = f(z) + fla). 


固定 zi, 仅 以 z 为 变量 ， 对 上 式 两 边 微分 得 P(zn) = f). 由 
z MER PEM, f'(z) -u 是 个 常数 , XA /(0) = 0 B. f 为 单 射 ， 
所 以 我 们 可 以 断言 ， f(z) = uz, 其 中 u 为 非 零 常数 ， 换 句 话说 ， 
C/L 5 C/L' 等 价 的 充 要 条 件 是 ， 存 在 ue C^, FB ul = 万 此 
时 我 们 称 这 两 个 格 是 等 价 的 ， 在 给 定 的 一 个 格 的 等 价 类 中 , 我 们 总 
可 找到 一 个 格 ， 它 的 基 是 {2,1}, 其 中 z 6 5. 而 两 个 具有 基 {z,1} 
和 (2,1) 的 格 等 价 的 充 要 条 件 是 ，z 和 z' FH 中 同一 条 r 
道中 ， 因 此 9/ 了 参数 化 了 C 上 的 椭圆 曲线 等 价 类 ，. 

习题 2 (1) 将 dr 和 dy 表 成 dz 和 dz HBR, 

(2) 证 明度 量 y^? dzdy 是 D REB. 
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习题 3 (1) 证 明 格 L(z) = Zz Z.1 SH L(z)—-2z + Z-1 BH 
的 充 要 条 件 是 ， 存 在 ET = SL2(Z), 使 得 > = yz; 

(2) 当 2 = 42 时 ， 描 述 由 C/L(z) 到 C/L(z) 的 同 构 . 

设 是 了 的 一 个 有 限 阶 子 群 ， 则 五 的 基本 区 域 是 由 有 限 多 
个 荆 的 基本 区 域 并 起 来 的 ， 它 有 有 限 多 个 尖 点 ， 这 些 尖 点 均 在 耳 
RAW H Sut. 5/H 的 紧 致 化 ， 记 作 S/H. 是 一 个 亏 格 为 9 
的 Riemann 面 ， 即 C 上 一 条 亏 格 为 g 的 曲线 ， 关 于 Riemann 面 
O/H WER g 的 计算 ， 请 读者 参阅 参考 文献 9] 

习题 4 设 8 为 三 的 -- 个 有 限 阶 子 群 ， 则 存在 ao,a1, ,a €T, 


r= af Uai HU (Ja. H. 
证 明 H 的 基本 区 域 D(H) 可 以 取 作 
D(H) =ao.D Ua DU-:-Ua,D. 
习题 5 & Riemann M H/T 的 亏 格 . 
习题 6 Roc X HERA, 证 明 轨 道 Ha, He 中 点 集 
HFFA (209) UJ Q. 


定义 在 S/H 上 的 全 纯 微分 总 可 以 写成 f(z)dz 的 形式 ， 其 中 
f(z) 是 万 上 的 全 纯 函 数 ， 且 满足 关系 


f(yz)d(yz) = f(z)dz, yy EH. 
类 似 地 ， 若 f(z)dz* 是 一 个 全 纯 大 微分 ， 则 f 是 上 满足 关系 
f(z) = (cz +d) f(y), vs ($ en 
c d 


的 全 纯 函 数 ， 一 般 地 ， 对 正 整 数 k, 定义 “划算 子 "( 记 为 lx) 如 下 : 
(f lk 7)(2) = (dety) (ez  d)-* f(y2), 
其 中 


a b 
y= » a € GL (R) 
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(其 有 正 行 你 式 之 值 的 二 阶 可 逆 实 矩阵 群 ) 于 是 , 对 任意 正 数 x, 我 


们 有 
0 
(人 ©) ) = fle. 


RHAT 的 有 限 阶 子 群 ，f 是 定义 在 $ EM RR, WH f 
满足 : 

(1) f 在 性 上 全 纯 ; 

(2) Fhe) = f(z), ye dH; 

(3) f Æ H WAAR BAe, 
WR f AH PM 个 权 为 大 的 模 形式 . 

条 件 (1) 和 (2) 是 很 容易 理解 的 ， 现 在 我 们 解释 一 下 条 件 (3). 


PM 一 定 介 会- 些 平移 变换 ( 7) 


M 
HF m0. M 是 使 , 1 ) E 瑟 成 立 的 最 小 正 整 数 ， 由 条 


fF (2) 可 知 ， f(z) = f(z + M), 于 是 f 有 一 个 Fourier 展开 


co 
= 》 ane2rinz/M 


n--oo 


由 于 ezrinz/M 是 在 ioo 处 的 局 部 单 值 化 参数 ， 于 是 在 ioo 处 全 纯 是 
指 上 述 展 式 是 一 个 关于 e?77/M 的 Taylor ÆR, Bl, 4n <0 时 ， 
an = 0. 对 于 任意 的 YE DP, WR fly Eio 处 全 纯 ， 我 们 则 称 
JERA y(ico) 处 全 纯 . 
妃 上 权 大 的 模 形 式 全 体 构成 了 一 个 线性 空间 ， 记 作 M(H, k). 
一 个 模 形 式 如 果 在 所 有 的 尖 点 处 为 0， 则 我 们 称 它 为 尖 点 形 
R. H 上 的 尖 点 形式 全 体 构 成 了 MLE) 的 一 个 子 空间 C C(H, M 
要 提醒 读者 的 是 ， CCH, 2) 恰好 由 那些 在 5 上 定义 、 且 满足 f(z)d 
是 5$/H 上 全 纯 微 分 的 函数 组 成 ， 事实 上 ， 在 尖 点 ioo 处 ， 
q = eiM 为 其 局 部 单 值 化 参数 ， 由 于 


Omi 
dq = ILS 
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所 以 271i 1 
f(z)dz = Map G8 


于 是 f(z)dz 在 ioo 处 全 纯 的 充分 必要 条 件 是 f dE ioo 处 为 0. 同 
样 的 讨论 也 适用 于 其 他 尖 点 .这 也 说 明 dimC(H,2) 等 于 5/H 的 
SH. 我 们 也 称 它 为 群 五 的 亏 格 . 

习题 7 Hk R& — EP, WER] M(T,k) = (0). 

研究 最 多 的 的 子 群 是 下 面 三 类 所 谓 的 同 余子 群 : 


1 0 
rw=frerirsl， 1) mod wj 
1 * 
nis {retire (7 +) mod wv} 


和 . 
nis beras( ) mod } 


事实 上 , 了 的 任意 子 群 如 果 包 含 了 某 个 PN), 那么 我 们 都 称 它 是 同 
余子 群 (T(N) 亦 称 为 主 同 余子 群 ). 但 在 本 书 中 , 我 们 主要 考虑 上 述 
ERTE. KUF H/T, 模 曲线 S/T(N), H/N) 和 S/N) 将 
具有 下 面 类 型 加 法 结构 的 椭圆 曲线 按 一 定 的 等 价 关 系 予 以 分 类 . 
我 们 知道 ， 椭 圆 曲 线 E= C/L 的 阶 可 以 整除 N 的 点 的 全 体 构成 
了 和 群 

E(N) = ŠLJL = Z/NZ x Z/NZ. 


因此 E 可 以 有 三 种 加 法 结构 ， 首 先 我 们 在 E 上 选取 两 个 N 阶 点 
PA Q, 使 得 作为 Z/NZ I, EN) HP AQ 生成 两 个 这 样 的 
椭圆 曲线 等 价 意味 着 存在 一 个 从 已 到 E 的 同 构 , CR PH P,Q 
AQ". 我 们 用 三 元 组 (E; P,Q) 来 代表 这 样 的 椭圆 曲线 ， 类 似 的 ， 

我 们 用 (E; P) 来 代表 这 样 一 种 的 椭 加 曲线 ， 我 们 在 它 上 面 取 一 个 
N 阶 点 P. 使 得 任意 两 条 (E; P) 和 (E P’) 这 样 的 椭圆 曲线 ， 若 
它们 等 价 ， 则 在 它们 之 间 存 在 一 个 映 书 到 PP 的 同 构 ; (EC) 则 
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表示 在 EIN) 中 取 定 一 个 入 阶 循环 群 C 的 椭圆 曲线 E. 并 且 若 两 
条 (E,C) 和 (EB',0') 这 样 的 椭圆 曲线 等 价 的 话 ， 则 有 一 个 映 C 为 
C WEAH. Sf EA c. 我 们 用 L(z) 表示 格 Zz 十 Z :1. id Elz) 
为 椭圆 曲线 C/ L(z). 


PG)- TEE), Q0) = dee El), 


而 C(z) 则 表示 由 1/N 生成 的 E(z) 中 的 循环 群 . 

定理 1 (1) MMWR (E; P,Q) 3 5 X ^S (E(z); Plz), QU) 
等 价 ， 这 里 z € 5,3 38 A (E(z);P(z),Q@(z)) Bl (El) PR’), 
Q(z)) 等 价 的 充 要 条 件 是 ， 丰 在 YET(N), 使 得 z uz). 于 是 
A/P(N) 将 (E; P,Q) 这 样 的 椭圆 曲线 按 此 等 价 关 系 M 类 . 

(2) 椭圆 曲线 (E; P) 的 等 价 类 也 可 以 用 某 个 (E(z); P(z)) AX 
Kk, RP 2EH MA, HR (Elz); P(z)) A (EI Po) 等 价 的 
充 要 条 御 是 ， 存 在 了 YE 门 (N), 使 得 z = (2). 于 是 H/N) 将 
(E; P) 这 样 的 顶 圆 曲线 按 此 等 价 关系 予以 分 类 . 

(3) i) A, (E, C) 的 等 价 类 同样 可 以 用 某 个 (E(z); C(z)) 来 
代表 ， 其 中 2EH. MH, 曲线 (E(z);C(z)) Bl (El); Ce) 等 价 
的 充 要 条 件 是 ， 存 在 YE To(N), RE 2! =y). TX S/N) 将 
(E;C) 这 样 的 椭圆 曲线 按 此 等 价 关 系 予 以 分 类 

证 给 定 椭圆 曲线 (E PQ), X E= C/L P Q 可 以 分 
别 用 两 个 复数 p 和 9 来 表示 . 由 于 PP 和 Q 是 Z 线性 无 关 的 ， 所 以 
q/p 是 一 个 复数 .如 果 必 要 ， 给 9 添加 一 个 合适 的 格 点 ， 我 们 总 能 
假定 Im (9/p) > 0. 这 即 是 说 z = (g/p) € 5. 由 于 NP 和 NQ 生成 
格 L, WARA 1/ Np 运算 给 出 了 一 个 从 C/L 到 C/L(z) 的 同 构 ， 
AR PA P(z) =1/N,Q 为 Q(z) = z/[N. 这 就 证 明了 (1), (2) 和 
(3) 中 的 第 一 部 分 论述 . 

下 面 设 乘 以 非 零 复数 u 的 运算 分 别 为 在 (1), (2) 或 (3) rb h 
大 曲线 (E(2); P(z), Q(z)), (Ele); P(z)) ak (E(z); C(z)) 到 (E(z'); 

P(z),Q(z), (Elz); P2)) R (E(z); C(e) 的 同 构 . 在 所 有 的 情 
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形 下 ， 均 有 {uzu} ER L() 的 一 组 基 ， 换 句 话 说， 存在 
a b 
- ( 2) € SL: (Z), 


使 得 


对 于 情形 (1) 和 (2), 在 C/L(z') 中 关系 


i 
uc +d = Plz!) = 
N N 


uP(z) = 
成 立 的 充 要 条 件 是 
:三 0(modN) 和 d=1(modN). 
ME det y — ad -bc=1, 所 以 由 c 和 aqa 的 同 余 条 件 可 知 
a = l] (mod N). 
这 就 证 明了 (2). 对 于 (1), 再 利用 第 二 个 关系 ; 
e=- EO gun. 
在 C/L(z') 中 成 立 的 充 要 条 件 是 
a zl(modN) 和 b=0 (modN), 
进而 可 知 其 结论 正确 . 
类 似 地 ， 在 (3) 中 ， 关 系 式 
u cz +d , 1 
ule) = (x) = (FR )= ete) =) 
成 立 当 且 仅 当 c = 0(mod N) 和 gcd(d, N) = 1 成 立 ， 而 后 一 个 关 
系 可 由 dety = 1 f c = 0 (mod N) 得 出 这 就 证 明了 (3). 


定理 1 解释 了 5/T(N), H/D QN) 和 S/TSUN) 称 为 模 曲 线 的 
缘由 . 
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再 回 到 对 D 的 同 余 子 群 的 讨论 . 注意 到 DON) 是 六 的 正规 子 
BÉ, DN) 是 N) 的 正规 子 群 ， 并 且 


DONT) & T 1 € SL2(Z/NZ)} = (Z/NZ)”. 


通过 算 子 |” 将 TON) 作用 于 M(N). k) 上 ， 得 到 一 个 (Z/ 
NZ)” 在 M(N), k) 上 的 表示 ， 并 且 它 保持 尖 点 形式 不 变 ， 于 
是 ， 对 (Z/NZ)” 的 一 个 特征 标 x, 定义 空间 M(N) k) 的 子 空 
E MCN. kx) 为 由 所 有 在 与 上 满足 模 形 式 定 义 中 的 条 件 (1) 和 
(3), 以 及 下 述 条 件 


(2) Flev(2) = x(d)f(z), y= C 


‘) € To(N) 

: [f 

的 函数 f 组 成 这样 的 函数 也 称 为 权 上 .水平 N 和 特征 标的 模 形 
st. 从 而 当 X MGR (Z/NZ)* 的 所 有 特征 标 时 ， 空 间 MUN), k) 
可 以 分 解 为 子 空间 MON, b,x) 的 直 和 同样 的 结论 对 尖 点 形式 也 
成 立 ， 需 要 指出 的 是 ， 当 x = yo (Z/NZ)* 的 平凡 特征 标 时 ， 


MN, k, xo) = M(Lo(N), k). 


P(N) = h^! T(N)h 
l 
= C ) E€ SL2(Z):a@=S=d=1(modN),c= 0 moa N*)) 
C To(N?). 


从 而 空间 M(N), k) 可 以 分 解 为 空间 MCN? k x) 的 直 和 ， 其 中 
x PUR (Z/N?Z)* 的 这 样 一 些 特征 标 , 它们 对 模 N 同 余 于 1 的 数 
是 平凡 的 . 另 一 方面 ， 映 射 fo flh 给 出 了 一 个 从 MG'(N), k) 
到 M(L(N),k) 的 同 构 ， 于 是 对 群 P(N), PUN) 和 DIN) 上 模 形 
式 的 研究 都 归结 为 对 空间 M(N,k,x) 的 研究 ， 最 后 ， 我 们 需要 说 
明 的 是 ， 利 用 Riemann-Roch 定理 可 以 证 明 ， 当 大 > 2 Hj, 空间 
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M(N,k,x) 是 C 上 的 有 限 维 线性 空间 . 


§2 Hecke SE 


由 于 n 包含 有 (0 1). sri MONEO 中 任意 元 素 
f(z) 均 有 Fourier 展开 


oo 
f(z) 一 5 a, e?7in2. 


n=0 
并 且 当 f(z) 在 ioo 处 为 0 时 有 ao = 0. 研究 模 形 式 f 的 Fourier 
系数 an 的 算术 性 质 是 经 典 模 形 式 理论 的 重要 内 容 . 第 -- 个 问题 就 
是 算术 函数 站 一 an 是 否 是 积 性 函数 ?为 此 引入 一 个 与 f HAR 
Dirichlet 级 数 : 


Dis, f) = Yan. 
n=l 
在 Q 的 一 个 位 p Ab, 如 果 存 在 复数 C1, Cp, Cp2,* B 使 得 
D(s,f)= » e] (Š v) . (2.1) 
p[n 


n=l 


换 句 话说 ， 对 任意 正 整数 + 和 与 p 互 素 的 正 整数 n, BOR anp = 
ancp， 那么 我 们 称 D(s, f) Æ p XA Euler 88. 于 是 对 前 述 问题 的 
研究 就 转化 为 研究 D(s, f) 在 何 种 条 件 下 有 Euler BR. 为 讨论 此 问 
i, E. Hecke 对 每 个 不 能 整除 水 平 N 的 素数 p 定义 了 下 列 算 子 


Tp: 
Tork (E nmt). 


这 就 是 所 谓 的 Hecke BF, CA hT, 的 方式 作用 于 空间 M(N, k, x) 
E. 
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习题 8 (1) 证 明 Hecke AF T, RFE MCN, kx) 为 它 本 身 ， 即 
Tp MUN kx) 的 一 个 线性 算 子 ， 此 外 证 明 T, 映 尖 点 形式 为 尖 点 形 
式 . 

(2) 若 模 形式 f € M(N,k, x) 有 Fourier 展开 


ox 


f(z) 一 So anes 
证 明 
fle Tale) = 3 lanp + xP anspor, 
n20 
其 中 当 r 不 是 整数 时 ， 定 义 az = 0. 
(3) 对 任意 两 个 不 能 整除 N 的 不 同 素数 p 和 p, 证 明 Hecke 算 子 
T, 和 T, Be. Hi 


(fle Vale Ty = (fle Tol Tp. 
定理 2(Hecke) 3k f € M(N,k,x), L D(s,f) Z0. LR pk 
一 个 不 能 整除 N 的 素数 . 则 D(s, f) 在 p 处 有 Euler 积 (2.1) 43 X. 
Su ESTA, JA Tp 的 特征 函数 . 进一步， HDs, f) & p kt 
有 Euler 积 (2.1), A] Euler 因子 有 下 面 表示 形式 ， 


oo 
1 
》 ， 一 rS 
Cpr P ; 
r=0 


~ T= ep? xp 


并 且 fla Ty = cpf, PP Cp 是 特征 值 . 
为 证 明定 理 ， 先 引入 下 述 引 理 . 
引 理 1 f(z) = Y ac" 是 M(N, lx) 中 的 一 模 形 式 
n=0 


DP 是 一 个 不 整除 N 的 素数 ， 则 

(1) 车 对 任意 与 p EHH n Aa, = 0, 则 f=0. dae, $ 
D(s,f) #0, 则 存在 一 些 与 p 互 素 的 正 整 数 n, 使 得 an £0. 

(2) SMES n HA anp =0, | f =O. 
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证 (1) 由 假设 ， f(z) = Y anpe? TPE, 于 是 


n=0 


1 D 1 
fe) =F(e+5) = fh (? r) (2). 


另 一 方面 ， 由 于 Np 互 素 ， 所 以 总 可 找到 整数 a 和 c 使 得 


ap+cN = 1. 


d 


T 
fpl uu 1 0 
ala Jo 2) 
以 及 fle = f. flere = xP) GER Nn. v € (QT). 于 是 
1 
pf) = fen (? ) eter = ti (7 MI 
0 p 0 p 


= v*s(4) . 
p 


代入 f 的 Fourier 展开 式 得 


ov 
» 2ninz 9 2ninpz 
anpe minz/p _ x(p)p* 》 anpe? "eP: 


n=0 n=0 
E f 不 为 0, 我 们 只 需 比较 上 式 两 边 第 一 个 不 为 0 的 项 就 得 出 巴 
盾 . 
(2) 假设 对 所 有 n, JA anp = 0 成 立 ， 则 
fle Tp(z) = x(p)p*^! 》 ^ a, eii: 
n20 
= x(p)p"! 》 bape??? € M(N. k, x), 
n>0 
其 中 bp = an. 由 引 理 的 第 一 部 分 可 知 fl.) = 0. 即 对 任意 的 n, 
an = 0. 于 是 f =. 
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下 面 我 们 来 证 明定 理 2. ic 
f(z) = 5 ane, 


n>0 
首先 假定 D(s, f) 在 了 处 有 Euler Bi. 则 对 任意 与 p 互 素 的 整数 m 
和 任意 非 负 整数 7, A amp = amey. 注意 到 
(fle Vy = pf (2) = (oop+xXpjptrianmp — pan)? 


n20 


— b e?rinz 
一 > n 


n20 

仍 是 MCN, k, x) 中 的 模 形式 ， 并 且 当 p 不 整除 n 时 ， 有 

by, = np + x(p)p* ^! a, jp 一 Cpan = anp — CpQn = 0. 
于 是 由 引 理 1 (1) 知 函数 fle Tp - cof = 0. MA f Æ T, 的 特征 
KR, cj 为 其 特征 值 . 反 过 来 ， 设 fle Tp - cpf = 0, 则 

Qnp = cpan 一 x(p)p^ an jp, n 20. 

这 就 证 明 了 对 任意 与 p 互 素 的 整数 n, A Qnp = ünCp. 从 而 归纳 得 
出 Anp” = An€pr, 其 中 Cpr 满足 递 推 关 系 


. 一 nr nk—l 
Cprtl = CpCpr — X(D)D Cpr-1. 


由 此 可 以 推出 


oo 


Sie rp Te = 1 
£e 1 = cpp + x(p)ph- 15 


从 而 完成 了 定理 的 证 明 . 
在 更 深入 的 讨论 研究 之 前 , 我 们 先 介绍 -- 些 尖 点 形式 的 性 质 . 
命题 (1) GR fe MI(N,k,xX) 是 一 个 模 形 式 ， 则 HRS 
形式 的 充 要 条件 是 ， 存 在 一 个 与 z 无 关 的 常数 M, 使 得 
y"? |f(z)| « M, 
HP yR2EH HER, 
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(2) 车 f(z) = Sayer"? e C(N, kx) 是 类 点 形式 ， 则 


n=l 


An = O(n*/?). 


这 两 个 结论 的 证 明 都 很 容易 ， 我 们 留 给 读者 练习 . 

注 推论 给 出 的 Fourier 系数 an 的 界 远 不 是 最 好 的 . 由 P. 
Deligne 所 证 明 的 Ramanujan-Petersson 猜想 告诉 我 们 :指数 k/2 
可 以 改进 为 人 - D/2 +s, RE e > 0 为 任意 常数 ， 我 们 在 下 一 节 
还 将 讨论 这 方面 的 问题 . 

设 是 了 的 一 个 有 限 阶 子 群 ， 其 基本 区 域 为 D(H). Bw 和 
w 是 紧 Rielnmann M H/H 上 的 两 个 全 纯 1- 形式. Mj wrw 是 一 
个 2- 形式， 在 D(H) 上 积分 这 个 2- 外 微分 形式 就 得 到 一 个 确定 的 
数 ， 从 而 这 就 自然 地 定义 了 一 个 微分 形式 的 内 积 (ww). 或 等 价 
Jh, EXT SEM 2 的 尖 点 形式 的 内 积 . 将 此 推广 到 p ELK I 
模 形 式 ， 我 们 就 得 到 了 下 面 所 谓 的 Petersson AR, ) 的 定义 . 
对 f, g € M(H,k), 定义 


Ld engin 
9) = BLZ). H] " f(x + iy)g(z + iy)y yi 


1 i u ] 
~ (SL2(Z) : H]2 bon f(z)9(z)(Imz)""?dz ^ dz. 


这 里 用 除 以 H 在 SLo(Z) 中 的 阶 [SL2(Z) : H] 来 规范 化 内 积 的 月 
的 是 使 得 该 内 积 的 定义 不 依赖 于 H 的 选择 ， 当 积分 收敛 时 ， 上 述 
公式 的 定义 显然 是 合理 的 . 

习题 9 ”证明 当 f Mg 均 为 尖 点 形式 时 ， 内 积 公 式 中 的 积分 是 收 
SH. 

FXE, f 和 g 中 只 要 有 一 个 是 尖 点 形式 时 ， 上 述 积分 就 是 
收敛 的 ， 其 实 ， 为 了 研究 该 积分 的 敛 散 性 ， 我 们 只 需 讨论 在 D(H) 
的 每 个 尖 点 附近 该 积分 的 收敛 性 ， 而 这 一 点 通过 模 形 式 与 尖 点 形 
式 在 尖 点 附近 的 数量 阶 的 简单 讨论 就 不 难得 出 ， 请 有 兴趣 的 读者 
自己 完成 . 
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Petersson 证 明了 Hecke 算 子 关于 此 内 积 有 着 很 好 的 性 质 ， 
定理 3(Petersson) 3k po 5 NEMEX. 则 对 于 C(N,k,xX) 
中 两 个 炎 点 形式 f žog, 有 


(FIT, 9) = x(p)(f, gl Tp). 


这 个 定理 表明 ,对 每 个 素数 pt N, Hecke H-F T, 关于 Peters- 
son 内 积 是 斜 Hermite 的 . 于 是 它 可 以 对 角 化 . 进一步 ， 由 于 不 同 
的 Hecke 算 子 是 可 交换 的 ， 所 以 我 们 可 以 将 它们 联 立 对 角 化 . 即 我 
们 可 在 M(N,k,x) 中 找到 一 组 基 ， 其 中 每 个 元 素 都 是 所 有 Hecke 
算 子 的 特征 函数 . 

在 让 明 这 个 定理 之 前 ,我 们 将 用 双边 陪 集 的 语言 重新 描述 Hecke 
RFT, WEN. Ww 


a b 
M,(N) ={m = ( ) :a,b,c,d € Z, 


c d 
l x 
mz ( ) (mod N), detm = p} ， 
0 p 
" a -l 、 
引 理 2 设 R, = ) € lo(N), i £ a, c X f apt 
cN p 


CN zl 成 立 的 两 个 给 定 的 整数 ， 则 


MAN =r (o , T(N) 


NL l u p 0 
= Un (| June n, (7 1) 
证 由 于 
p 0 _ fi 0 pa -1 1 0 ; 
d C )* 6 Js Js PJT, 
所 以 显然 有 


M,(N) 2 T(N) ( 1 r) T(N) 
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sn) unen (t 1) 


FEER mn = ( 2) € M,(N). fra Alc’ BR, Wr y € Z, 


使 得 ca! yc = 1. Wü] ( ; ) EDN) A 
— a 


Co 2G eG a) 
-e a NC a 0 p/ 
这 表明 me PCN) (， JI 其 中 u=-»*(modp). d a Alc’ RE 
X, HTF detm = p, gcd (a'.c')| det m. kk 

ged(a', c") = p. 


0 
由 此 容易 验证 ， ne nin, (^ ML 


注意 到 算 子 Rp Æ CN, k, x) MOVES FHL x(p). F 
是 Hecke HF T, 可 以 表 成 


k 
571 
cr Doan 


其 中 (oiim 1,2,---} P(N) 在 MUS) 中 的 任意 -组 右 陪 集 
RÆ, B 


M,( =UN(N)a 


SER m= (人 TN em (^ D) 
C —C a 
m BER, m’ = (detm)m-!. tH 


«Go» 
620 WG Daw 
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可 知 M,(N) = R,M,(N)'. 

由 于 MUN) 是 P(N) 的 一 个 双 陪 集 ， 故 MN) 中 任意 一 
P(N) 的 左 陪 集 同 任意 一 个 DIN) 的 右 陪 集 相交 不 空 ， 于 是 存在 
a ap € M(N), 它们 既是 左 陪 集 表示 也 是 右 陪 集 表示 的 代 
表 元 ， 即 


Mp(N) = UNN o; = Uai (N) 


从 而 
M, -Un( (N)a -UR, (o4 D (NY 
= SUNA ^) Rpa. 

所 以 我 们 有 

„=p? DX = pi- PL . 
这 样 我 们 就 知道 等 式 

(fle Tp 9) = xP glk Tp) 
等 价 于 


(eges) (5) 


于 是 我 们 把 问题 归结 为 对 任意 的 we MUN), 证 明 
(flea, 9) = (f. glk"). 
习题 10 Kae M,(N), 证 明 
H —o"'T(Npe 和 H'-(a)" T(Np)o' 


BIA P(N) 的 子 群 ， 且 它们 关于 群 = SL) 的 阶 均 与 PONp) 关于 了 
的 阶 相同 ， 此 外， 区 域 a^ D(PQNp)) 是 H 的 一 个 基本 区 域 . 
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习题 11 以 5(f,9)(z) 表示 微分 形式 

f(z)g(z)Imz)* ? dz ^ dz. 
证 明 ， 对 任意 有 正 行列 式 值 的 二 阶 实 矩 阵 y, KA 
(fle v. gle Y) = 90. (92). 

给 出 MUN) 中 一 个 元 a, HUB 10M, fla, gha, f gE) 
AT(Np) 上 的 尖 点 形式 ， 此 外 flea 和 9 EER H = a! (Np)a 
上 的 尖 点 形式 ， 设 

n = [SLo(Z) : H) = [SLo(Z) : '(Np)]. 
由 定义 可 得 


(leg) =x ff Slo ge) 


D(A) 


-x J| wo 
a~ D(P(N,)) 
= [f| kaoa: 
D(Pl(N,)) 
I &(flkodka ^, g| so !)(2) 
D(P(N&)) 
=a f| atska) 
D(P(N,)) 
= (f. gļka’). 
由 此 定理 3 得 证 . 
推论 1 设 p 是 一 个 不 能 整除 NN 的 素数 . 5 y(p) = 1 时 ，Hecke 
HFT, AEM CINK, x) 中 的 所 有 特 任 值 均 是 实 的 ; 当 x(p) 二 - 
B, EAH REHM. 一般 地 说 ， T, 在 C(N,k,x) PAR 
征 值 Ap 满足 关系 和 ,= Xx(pA,. 


202 数论 及 其 应 用 


注 上 几 双 陪 集 定义 Hecke 算 子 想法 的 抽象 化 就 产生 了 Hecke 环 
理 沦 . 这 方面 系统 论述 可 以 参阅 G. Shimura"? 和 A.N. Andrianov!!!, 


83. 空间 M(N,k,x) 的 结构 


我 们 首先 研究 尖 点 形式 空间 CCN, k, x) 的 结构 ， 设 #1 是 一 个 
可 整除 N WER, xA M 的 特征 标 ， 显 然 ， 空 间 CCM k, x) 包 
A fF CUN k. x) t. Rd 是 一 个 正 整数 ， 定 义 算 子 


B= a(o 1): 
0 1/ 


EX H LIN Pal f 的 作用 是 


. d 0 
(fla Ba)(z) = d7*"? f, , i) (2) = f(dz). 


习题 12 (1) 证明; Bs 把 空间 M(N,k, x) BRA M(Nd k,3), H 
映 尖 点 形式 为 尖 点 形式 . 

(2) 对 一 个 不 能 整除 Nd 的 素数 p, 有 Bul, = T,By. 且 它 们 均 把 
空间 M(Nd,k, x) BRA M(Nd, k, x). 

于 是 对 N/M 的 任意 正 因子 d, C(M,k, x) Ba 包含 在 C(N,k, x) 
中 ， 由 于 通过 一 个 简单 的 变量 代 换 z dz, 我 们 可 将 级 M 的 模 
形式 提升 成 级 dM. 的 形式 ,所 以 我 们 称 空间 C(M, k, x)]k Ba PHR 
点 形式 是 空间 CCM, k x) 中 尖 点 形式 的 “提升 *， 用 C (NK, x) XX 
RECM, k, x) 中 的 模 形 式 以 及 它们 通过 By 提升 后 的 模 形 式 张 成 
的 空间 ， 其 中 M 跑 遍 所 有 使 得 x 为 模 M 的 特征 标的 N 的 正 因 
子 ，d 是 N/M 的 任意 正 因子 ,空间 中 的 元 素 称 为 旧 形 式 . 由 习题 
12(2) 知 ，Hecke 算 子 T, 映 旧 形式 为 旧 形 式 . 又 由 定理 3 可 知 ， 空 
IB] C (N, k, x) 可 以 分 解 为 所 有 Hecke 算 子 Tapt N 的 公共 特征 
空间 的 直 和 ， 设 f © C(M,k, x) 是 所 有 Hecke AF Tp} N) 的 公 
共 特征 函数 . 由 习题 12(2) 可 以 看 出 ， 对 于 任意 的 dj (N/M), f|. Ba 
也 是 所 有 Hecke 算 子 的 公共 特征 函数 ， 并 且 它 与 / 有 同样 的 特征 
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$. AE, CON, k) 中 每 个 公共 特征 空间 的 维 数 均 大 于 1. 
容易 验证 ，C(N,K,X) 关于 Petersson 内 积 是 一 个 Hilbert 空 
E, RPI CHN, k, x) 表示 C (NS Kk, x) 在 空间 C(N,A,x) 中 的 正 
交 补 ， 由 定理 3 知 ， 它 仍然 是 所 有 Hecke 算 子 T, (pt N) 的 不 变 子 
空间 ， 从 而 它 也 可 以 分 解 为 具有 Hecke 的 公共 特征 空间 的 直 和 . 在 
每 个 这 样 的 公共 特征 空间 中 ， 任 何 一 个 非 零 形式 的 水 平 正好 是 N， 
BORE NARA 、 水 平 为 N 、 特 征 标 为 《的 新 形式 ， 这 样 空间 
CCN, k, x) JAER k, KFA M 及 特征 标 为 x 的 新 形式 ， 以 及 
它们 通过 提升 后 的 元 素 生 成 ， 其 中 MIN Box 为 模 M 的 特征 
标 ，d 过 所 有 N/M 的 正 因子 . 新 形式 的 第 一 个 特点 是 它 所 处 的 公 
共 特 征 空间 一 定 是 一 维 的 ， 严 格 地 讲 ， 就 是 下 面 定理 . 


定理 4 (1) f(z) = X ane2rinz $ — MdB kh KENAR 


征 标 为 YX 的 新 形式 ， 则 ai z 0 于 是 我 们 可 假定 f 是 正规 化 的 ， 
Pay =1. 则 对 任意 素数 pf N, fle Tp = apf, PF aA T, XF f 
的 特征 值 . 

(2) 设 f(z -X ane2rinz，g(z) = 》 be?rin: 是 两 个 正规 


n=1 
化 的 权 为 k, 特征 标 为 x 且 水 平分 别 为 N 和 M 的 新 形式 ， 其 中 
MIN, 则 存在 无 穷 多 个 素数 pt N, 使 得 ap zb. 

证 (1) Xp EN, WA, 是 Hecke BF T, KF f 的 特 
征 值 ， 即 fle T, = Af. 由 定理 2 A, a= ad. 于 是 当 a = 1 
BY, ap Ay 从 而 剩 下 的 问题 均 归 结 为 证 明 o, 4 0. 如若 不 然 ， 
再 次 利用 定理 2 知 ape = acp = 0 对 任意 的 pfN Ar > 0 均 成 
立 ， 进 而 对 任意 与 N HE, 且 互 不 相同 的 素数 p-p, 和 非 负 
E noon 有 


换 句 话说， 对 任意 与 N 互 素 的 整数 n, WA a, = 0. 
(2) 假设 /和 9 分 别 为 水 平 为 N 和 M 的 正规 化 的 模 形 式 ， 
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并 且 对 几乎 所 有 的 pt N, f Al g 关于 Hecke 算 子 T。 有 相同 的 特 
征 值 ， 则 
h(z) = f(z) ~ gz) = 》 ene?" € C(N,k, x), 
nal 
且 对 几乎 所 有 的 Hecke 算 子 Tp, h(z) 是 T, HRERS, HE 
cl — 0. H5 (1) 同样 的 方法 可 以 证 明 ， 存 在 一 个 正 整 数 K, 使 得 
“an KEHNA c, = 0. 
综 上 所 述 ， 定 理 4 的 证 明 依 赖 下 述 结果 : 
定理 4 ik 
f) = X aset e CUN, k, y). 
n=l 
若 存在 一 个 无 平方 因子 的 正 整数 K, 使 得 对 所 有 与 KK 互 素 的 整数 
n, 都 有 a, —0, 9] Fe C-(N, kx). 
假设 定理 4 成 立 ， 我 们 继续 讨论 定理 4 的 证 明 ， 对 (D, X 
a, = 0, 则 
J ECHN, k, x) CC QN, k, x) = (0). 
故 f=0, 与 假设 矛盾 . 对 (2), M=N, W 
f =g € C* (N, k, O NCN, k, x), 
TEÉf-gy HMZN, Wf-gRmgHEPSC-(N,kx) PE. 从 而 
TECON, kx). FH f 20. 与 假设 矛盾 ， 由 此 就 完成 了 定理 4 的 
UE AR. 
习题 13 证 明 每 个 新 形式 的 公共 特征 空间 的 维 数 均 为 1. 
为 证 明定 理 4', 我 们 需要 做 些 准 备 . 首先 我 们 讨论 与 引 理 1 的 
互补 的 问题 . 
引 理 3 设 模 形式 f(z) = Yo ange??? e C(N, k, x), XP q 
n=l 
是 一 个 可 整除 N 的 素数 . 
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(1) Fy 是 一 个 模 N/g 的 特征 标 ， 则 


g(z) = »» ange € C(N/q,k, x). 


n=l 
(2) € x 不 是 一 个 模 N/q 的 特征 标 ， 则 f —0. 
证 注意 到 


. k 1 0 
gle) = Yo aues = qË fle ( R ;) (2). 


n=1 


a b 
对 MN) 中 元 , Pi 


G0 COGO, a) 
以 To(N/a, q) ERR 


1 0 "n v) 1 i 
( 5) ol "il 
b 
则 对 To(N/aa) és (^7) 显然 有 
a b = vid 
ak (7 MER )g. 
特别 地 ， 函 数 ER 


roja) ={(2 1) e rie: a=d=1 (moa v) 


d 
中 的 元 素 以 及 { 。 1) 的 作用 下 不 变 


(1) E x RR N/a 的 特征 标 ， 则 o 在 PA(ON7q) 作用 下 不 变 . 
MB Po(N/9) 关于 子 群 N/a 0 有 陪 集 表示 


To(N/9) = U RiTo(N/q,q). 
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AARE, R R 可 从 DON) PR. PEER 
y= C ^) € To(N/q), 


" 
记 y= yR, 其 中 
y )e Tee) 
我 们 发 现 w = w (mod N/q), 这 样 
glk Y= glk Yk Ri = x(w')g = x(u)g. 


由 此 表明 ，9 € C(N/q, k, x). 
(2) E x 不 是 模 N/a 的 特征 标 ， 由 于 


q 
vj, Na | € Fo(N/9,9). 


EIEE ER u Alu g 在 


- 1 m viet) ( 1 


m u'(1 + uN/q) ee 
于 


i 


uN/g+ N 1 


x 不 是 模 N/q 的 特征 标 ， 故 存在 w eZ, 使 得 
wu N/q 4 1 € 0 (modg), 
E x(u/N/q - 1) z 1. 从而， 由 
B =u (1+uN/q) t uz u(14 vN/q) +u (mod q) 
Al, FE 4 € Z, ER B z0(modq). 4 uw 如 上 选 定之 后 ， 有 


(& p) sno 


作用 下 不 变 . 由 
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A 
9 = gli (c 5) = x(D)g = x(u N/q + 1)g. 


这 只 有 在 g — 0 时 才 有 可 能 ， 于 是 f = gl B, = 0. 由 此 引 理 3 证 


明 完 毕 
接 下 来 我 们 将 引入 两 个 算 子 .为 方 使 起 见 ， 
明 ， 我 们 总 以 p 表示 一 个 与 N 互 素 的 素数 ， 以 4 表示 的 一 个 


KAFT. 在 位 4 处 ， 下 面 这 个 算 子 扮演 了 与 T, 类 似 的 角色 : 


ko l u 
U,- 427 > (. ) 


u(mod q) g 


它 将 fle) = Y euet Bog 
nO 
oo 


FIkUg(z = tm e?rinz 


其 性 质 可 以 概括 为 下 列 习题 . 
习题 14 证 明 下 面 结论 : 
(1) Us 将 空间 C(N,k,x) RAH AS; 并 且 ， 如 果 PIN By 是 模 
N/a 的 特征 标 ， 那 么 算 子 U, 将 空间 CCN, k, x) 映 入 空间 C(N/q,k, x). 
(2 T,U, = U, T,. 此 外 ， 当 9g 与 d ER, UB, = BuU,. 
由 于 g AN 的 一 个 素 因子 ， 所 以 存在 gq (0— 2; Q, 使 得 
N=N'Q, 
HPN 是 一 个 与 @ 互 素 的 整数 ， 取 整数 r yz, 使 得 
Qr- Nyz=Q. 


4 Nz Q 


来 定义 Atkin-Lehner RF WN. 把 x 写成 Xo Xo 的 形式 ， 其 
中 Xu 表示 模 M 的 特征 标 ， 于 是 算 子 WN B C(N,k,xoxw) 为 


我 们 用 
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C(N E. X, x. 不 过 这 个 算 子 依赖 于 zx,y,z 的 选取 ， 然 而 ， 如 果 
xo 是 平凡 的 ， 即 x 是 一 个 模 N/Q 的 特征 标 ， 那 么 我 们 就 得 到 一 
^ C(N, kx) 上 定义 合理 的 算 子 . 

习题 15 证 明 下 列 结论 

(1) 假设 x 是 一 个 模 N/Q 特征 标 ， 则 算 子 


WY :C(N, k, x) — CN, k, x) 


不 依赖 于 ry, 的 选取 ， 此 外 ， WNT, = TDW), 并且 对 任意 的 fec 
CIN, k, x), A 
fl We KW? = x(Q)»f. 
特别 地 WÒ 是 空间 CON, k, x). 的 - -个 自 同 构 . 
(2) 车 glN, q^ £N, x 是 模 N/a 的 特征 标 ， 则 
U, + g PWY :CON, E x) — CUN Ja, k, x). 


nm 些 旧 形式 ， 使 得 我 
们 把 它们 从 一 个 给 定 的 模 形式 中 减 去 时 ， 有 更 多 的 Fourier 系数 为 
0. ] 


引 理 4 R f(z) = x ane?" c C(N kx), K 是 一 个 给 定 的 
正 整 数 ， 并 且 当 gcd(n， K) = —]H, an=0. 那么 
(1) 3 ged(n, N) z 1 H, a, =0: 
(2) Æ q|N, hy AR N/q 的 特征 标 ， 命 
fA, PIN & (K,N) =q, 
- | (1-471) fl, + POW), e x 
Wy v c C(N/q,k, x) 和 


(f = vl Ba)(z) = 》 bne”? € CN, b, x), 


nzl 


HAS ged(n, K, NX) - 1 À& qe, 5, =O. 
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证 对 一 个 素数 4, 下面 式 子 定义 了 一 个 零 化 算 子 A: 
FleAr = f — fiUi Br, 
CH f 的 所 有 指数 为 1 之 倍数 的 Fourier 系数 全 部 化 为 零 . 显然 
flA € CINE kx), 不 过 当 UN EUR x 为 模 NA 的 特征 标 时 ， 级 
还 可 低 一 些 . 事实 上 上， 在 这 种 情况 下 ， 利 用 习题 14 和 12 可 知 ， 按 
RIN PIN, fleAr F CNL k, x) 中 或 C(N.k,x) m. 
Hh, o 4 是 玉 的 所 有 互 异 的 素 因子 ， 并 不 妨 设 fN G8 
则 (1) 成 立 ). 于 是 由 假设 可 知 ， 存 在 一 个 适当 的 消 数 $(z), 使 得 
Fle Aite ute lei, = Ole Bi, € CNE D uk). 
由 引 理 1 (1) 可 知 9$ = 0. 从 而 对 任意 n, 只 要 
0 二 
均 有 a, = 0. 由 此 利用 归纳 法 我 们 可 以 证 得 (1). 
对 于 (2), Æ y= flU, 的 情形 ， 由 于 
Vln Ba(z -二 Qn qe 


于 是 f -vrBo 具有 所 要 求 的 性 质 JFB IN 时 ， 由 习题 14(1) 
可 知 ，% € C(N/q,k,x); TE (K, N) =g 时 ， 则 由 引 理 3(1) 可 知 ， 
€ C(N/q, k, x). 对 于 剩余 的 情形 ， 我 们 有 g tN, Hl ord, N = 1, 
H ged(N, K) 至 少 有 两 个 素 因子 ， 设 q1，…, =q 是 ged(N, K) 
的 素 因 子 ， 其 中 1 > 2. 由 习题 15(2) 可 知 ， 


Q+a = fl (U, 42 WP) € CN/q kx). 
为 证 明 f- ol D, 有 所 要 求 的 性 质 ， 我 们 只 需 证 明 ， 存 在 具有 


Se eeri 
n=l 
形式 Fourier 展开 的 fi(z), 使 得 
t-1 
F- VlcBy = M HB 
i=] 
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为 此 ， 我 们 将 f 写成 
t 
5 Silk Bai: 
t=] 


RP $ -[fLU, 4t>i>2 时， 
$i = fleAg lk UT I Ag, Ce 
由 前 面 讨论 知 ， 当 +>i>1 时 ， $By, EC(Nag? eqhky) B 
Pilk Ba = Fle Agile le Age, € CING 2, kx). 
上 青 结合 引 理 3 (1) 就 得 到 BE C(NG?---a?_1/q,k.x), dn 
M-Nqr-qa 
则 


ord; M = ord, N = 1. 


于 是 我 们 可 以 用 WM 来 代替 WN. HERB, G8 1811-1 f, 
4 与 4 互 素 ， 从 而 有 


BQU,-U,B, 和 By WM = WM/ B, 


于 是 
Sile B, | (Ug + FP? Ww) 


= Pile (Ug c? WMISLB, = Wil, By, 


其 中 V; = S44, + gk? WI) € C(M/q,k, 由 


q-1 
n Y l u 
aco \0 1 


M qr y 
w, -( 
Mz :) 


RULE RHAWC 2H 


以 及 d, € C(M/q,k,x) 可 得 
qr y 
r 2 一 1TTrAf、_ 一 1 
Pilk Byla(Uy + a? W) = Btq S. Gar ' 
-(14497!)9. 
于 是 
t 
f- Wie By = do Bilk B, 0g) 
i=l 


t-1 
x (S Vil B, + (1 ere) Ik Ba 


i=l 


t-1 
=) (8: = O t47 lB) [a By, 
i=1 


其 中 fi c(M,k.x). 由 此 即 得 到 所 述 结论 ， 引 理 得 证 . 

下 面 来 证 明定 理 4. 设 f(z) 如 假设 所 述 ， 反 复 应 用 引 理 4, 我 
们 总 可 假定 ged(N, K) 的 素 因子 为 gy …,g,, 并 且 x 不 是 模 NJ/y; 
的 特征 标 ， 以 及 当 ged(m qq) = 1 有 时，an =0. 设 


$, = Fle Ag, Ik ley, I Us, 


则 
Sre By, = flr Ag, n Us Ik Agni € C(Nqi UC Geos k, x). 


EF x 不 是 模 Ng q? 1/g 的 特征 标 , 于 是 由 引 理 3(2) 知 9, = 0, 
这 表明 当 ngng- BRA, an = 0. 利用 归纳 法 即 得 f = 0. 
这 就 完成 了 定理 4 的 证 明 ， 从 而 定理 4 也 真 . 

习题 16 以 NM, kx) RRRA k, KEA M. 及 特征 标 为 x 的 
新 形式 集合 ( 当 这 样 的 新 形式 不 存在 时 ， 取 该 集合 为 空 集 ), 证 明 


在 C 上 上 生成 了 空间 CON kx). 并 为 其 -- 组 基 . 


2 
x 
一 y ape? T? 


n=l 
是 一 个 正规 化 的 权 太 、 水 六 入 以 及 特征 标 为 x 的 新 形式 ， 由 定理 
4(1) 知 ， 对 素数 p EN, 
fie Tp = af. 
于 是 对 任意 的 n>1 及 ptN 有 
Qnp  X(p)p^ anyp = aya. 


FHR qg 为 入 的 一 个 素 因 子 ， 则 


xO 


fleUylz) = 》 aset e CUN. AY). 


n=l 
FAM RM ptN. ES f KF Hecke 算 子 T, 有 同样 的 特征 值 . 
ix UL BM FLU, af 也 有 同样 的 性 质 . 由 于 包含 f 的 公共 特征 
空间 的 维 数 是 1, 而 fliU — af. 的 首 项 Fourier 系数 为 0, 于 是 从 
定理 4 (1) Ay 
flrUsy af. 
从 而 对 任意 的 n> 1 和 iN, 有 
Ang 77 gs. 
下 面 我 们 更 仔细 地 讨论 一 下 Fourier 系数 ay. 
情形 1: x 是 一 个 模 N/a 的 特征 标 . 
(1) 车 IN, 则 fliUs = af EC(N/g,k,x), 又 注意 到 了 是 水 
YN 的 新 形式 ， 所 以 由 上 面 关系 导出 ayf = 0, 即 a, =0. 
(2) 车 1N, 则 由 习题 15(2) 知 
k 
Fle (v, *tq2. L^ € C(N/q, k, x). 


ROE 模 形 式 理论 m 213 i 


AA, fW 与 flU 一 样 , 都 是 所 有 Hecke HF T, (pt N) 
的 公共 特征 函数 ， 且 有 与 f 相同 的 特征 值 ， 于 是 
fle = af = 9? fh WA. 
又 注意 到 WEW = xla) f, 所 以 a2 = x(q)qk-?. 
EE 2: X 不 是 一 个 模 N/q 的 特征 标 ， 此 时 ， 利 用 A Oggi’! 
的 一 个 结果 ， 可 以 判定 |as| =g T. Ogg 的 结果 ， 我 们 将 在 下 面 论 


述 . 
70 -1 
us - (x BI 


引入 算 子 

习题 17 证 明 Hw 将 空间 C(N,k, x) RA C(N X), B. H} = 
x(-1). 进一步 ,证 明 Hw T, = x(p) V»Hu, pt N. 于 是 Hw IC (N, kx) 
Ay CO(N, k X), B C* (N k, x) 为 C* QN, k, X). 


再 定义 算 子 KK 为 
fIK(z) = F. 
BRI, E f(z) = Y aein, 则 
n=0 


以 后 在 不 全 于 产生 混 清 时 ， 我 们 也 记 /IK 为 了 显然 ， 算 子 天 映 
C(N,k, x), 28 C(N,k,X), B K? =id 此 外 ， 
KT,= T,K, HNK =(-1)'KHy. 

设 9 是 一 个 权 KP N, 特征 标 为 x 的 正规 化 的 新 形式 , 则 gK = 
7 是 一 个 权 kK N, 但 特征 标 为 这 的 正规 化 的 新 形式 ， 并 且 ， 
存在 常数 Ag, 使 得 gH = Ag. 

习题 18 证明 上 面 所 述 算 子 K 的 性 质 以 及 它 同 算 子 T, 和 Hw 的 
RR. 
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引 理 5 (Ogg) iX q[N, & N= M, EP gtM; 又 设 x 不 是 
eM 的 特征 标 ， 则 在 空间 C(N A,X) 中 有 
TBNL = q* UP HN UGT. 
证 注意 到 
lou 
u= E ( J 
u(mod q*) 0 q 
且 作为 一 个 算 子 
0 -1 
Ue = gl TD 
Ung —q7* 2 " a) 


u(mod g*) 
k l u 
Ce 2. (o 1) 
u(mod p*) 
由 于 Hw 是 一 个 同 构 , 所 以 我 们 可 以 比较 (HwUs)? 和 (HUE)? 
由 上 面 计 算得 


2 "P l u l v 
(HvU =t 5 ZI 1) Has ( ) 


u,v(mod qe) 


E ww t) 


u,v(mod qf} 
(u,q)zl 


是 空间 CCN, kx) 中 的 零 算 子 ， 事 实 上 ， 对 一 个 与 KM UE 
任意 的 Mv, 我 们 有 


H , a , J^ Gs —U ) 
“o 1/ "Vo 1/ "VuM wM-1 


uH 1+ M(v-—v') v-v ) 


' 


~ "mm —1)~Muv+1) 1+ Mu(v' —v) 


1 1 1 ov! 
x Hy H . 
“(0 a) “(0 |) 
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特别 地 ， 在 模 QC 的 意义 下 唯一 存在 一 个 v. 使 得 
u(Mv' — 1) - Muv+1=0 (modg9)， 
JEN, 1+ Mu(vs -v) =u (modqt) A 
1+ Mu(v' - v) 2 1. (mod M). 
由 于 M 5g EX, RILATI u= 1(mod M), 使 得 
14 Mu(v/ —v) =u (mod N). 


这 样 ， 对 任意 的 f € C(N. k x), A, 


. l u l v 
fatu (0 Jaf ) 
1 1 Sl v 
= xu) fey ( 1) Har ( 3I 


由 于 当 v RY 的 完全 剩余 系 时 ， v 亦 跑 饥 模 q* 的 完全 剩余 
系 ， 于 是 对 上 面 等 式 两 边 对 于 v RY 的 完全 剩余 系 ， 以 及 1 
WIRES 9 的 缩 剩 余 系 求 和 可 得 


并 


u,v(mod q^) 
(u,9)=1 


1 vl 
SX 5 LC DETA ) 


v' (mod q* 


= 0. 
这 是 因为 ,由 于 不 是 一 个 模 M 的 特征 标 ， 所 以 第 二 个 和 导 关 于 
u 的 求 和 跑 遍 (2Z/N2Z)* 中 所 有 模 M RAE 1 的 元 素 . 
AZ, EA C(N KY) 上 算 子 ， 我 们 有 


(Hsu; = yg) VT af MIN jJ 


u(imnod g*~ 0 1 
v(mod q* 
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然而 ， 作 为 算 子 我 们 又 知道 


l] u 
HyUs = gi MG) Haw (5 ) 


u(mod q*-1) 
于 是 


2 e(k—3 l u l v 
(NUS = UE M, Hus 1) te (4 ') 


u(mod g*7!) 
v(mod q*) 


_ e_1.2 NER 
=q"? q(HuU; !) = q*^! (Hye!) 


由 此 即 证 明了 引 理 5. 
我 们 再 回 到 对 正规 化 新 形式 f(z) € C(N,k, x) & Fourier 系数 
a, 的 讨论 . 对 了 应 用 引 理 5 可 得 


eze _ „k=l e—l-e—l 
Àf aga, =q Apa, ds. 


于 是 ， 当 a #0 时 ， 就 有 


Jag) = Qh, 


MRe=1, BaN 且 gq?tN, 则 由 引 理 5 Al, U, 是 1-1 的 ， 于 是 
a, FO. 这样 剩 下 的 只 是 证 明 在 gN 和 X 不 是 模 N/q 的 特征 标的 
情况 下 ， flU, 0. 如 车 不 然 ， 即 


"Xe 


u(mod q) 
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那么 对 任意 整数 u, 有 
. 1 “o ( 1 |) 
un , q vN/q 1 
l4 vuN/q Ne) (， “] 
= fl ( uN ] - vuN/q GO gy 
l u 
ETNA ) 


) q 
e 1 ) 
= Gu n » q ` 


N - 
其 中 G = N/q). AER ME RR x FE l+ PE 上 非 平凡 ， 故 Cy 
是 一 个 本 原 q 次 单位 根 ， 从 而 ,对 w= 1.2,…,g. 有 


1 u 
0= Y qi JI 


u (mod q) 
将 上 式 视 作 变 元 为 fl。 ( ”) 的 4 元 一 次 方程 组 ， 其 系数 生 隆 


为 (C2*)， 利 用 Vandermonde 行列 式 可 知 ， 该 矩阵 有 非 零 行 列 式 
(= t Trcreucg(G 7 622. 从 而 对 任意 的 “有 


l u -0 
ffo MED 


由 此 得 到 f = 0, 这 与 假设 S EKEN 的 新 形式 矛盾 . 

i EPIN B x TÆR N/q 的 特征 标 时 ， 我 们 事实 上 也 证 
明了 Uy dé CIN k. x) 上 的 单 射 ， 从 而 它 是 一 个 自 同 构 . 

总 结 上 面 的 讨论 ， 我 们 有 下 面 结论 . 

定理 5 设 /lz) = Y ase": 是 一 个 权 k KEAN, 特征 标 


n=l 
为 x 的 正规 化 新 形式 ，p 是 一 个 不 能 整除 N HER, GANG 
一 个 素 因 子 ， 则 
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(1) fle TF, m apf: fU, =agf, 以 及 
anp + X(p)p Tap = apdn， n 2 1, 
| Ong = Agan, n 2l. 
从 而 与 f 结合 的 Dirichlet 43k D(s, f) 有 Euler RA H: 


OS 


D(s,f) = 5 ann? 


n=i 
= [PG = aga) TY = app + xip) phy. 
aly ptN 
(2) By 4X — E N/q 的 特征 标 ， 则 Jag) = qÉ. 
(3) By 是 一 个 模 N/q 的 特征 标 ， 则 当 PIN HN, a, = 0; 5 
PIN, a= x(ggq* 7, 此 时 ， 我 们 有 


k 
- -5T1 
fiV ni = 一 Cd M f. 


接 下 来 我 们 讨论 正规 化 新 形式 的 Fourier 系数 ap, ptN. HE 
理 4 知 ， 存 在 无 限 多 个 这 样 的 素数 p, 使 得 Fourier 系数 a, # 0. 
又 由 推论 1 知 ， ap x(p)à,. i QC) 表示 在 Q LEM N 次 
单位 根 Cw 而 得 到 的 分 圆 域 ， 用 O 表示 其 整数 环 ， 可 以 证 明 ， 空 
间 CCP ON), k) 有 一 组 Fourier 系数 均 在 O 中 的 元 素 组 成 的 基 ， 并 
且 这 组 基 也 生成 了 由 CO(N), k) 中 所 有 Fourier 系数 均 在 O mii 
形式 所 组 成 的 OW. 依据 Hecke 算 子 T, 在 Fourier 系数 上 的 作 
H, REH, T, 的 特征 值 一 定 是 一 个 代数 整数 .对 于 其 大 小 ， 
Ramanujan 首先 对 SL;(Z) 的 唯一 一 个 权 12 的 正规 化 尖 点 形式 


oo 


A(z) — » r(n)e?tin: 


n=l 
猜测 [r(p)| < 2p! 7. Petersson 将 此 猜测 扩充 到 ， 对 CUN), k) 
中 Hecke SLT. T, 的 任意 特征 什 A, E | 和 ,| 2p 2. ix AX 
名 的 Ramanujan-Petersson JE 4H. — 1069 年 ， Delignel3 证 明了 从 
Weil 猜想 可 以 推出 Ramanujan-Petersson 猜想 对 所 有 权 > 2 的 模 
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形式 都 成 立 . 而 我 们 在 第 二 章 中 己 经 指出 ， Weil 猜想 在 1973 年 也 
被 Deligne 所 证 明 . 1974 年 ， Deligne 和 Serrel® 进 - 步 证 明了 权 
为 1 时 Ramanujan-Petersson 猜想 也 成 立 ， 结合 他 们 的 工作 ， 就 有 
下 面 结论 

定理 6 (Ramanujan-Petersson 猜想 ) ik 


o 


f(z) = 3a e?rinz 


n=l 
ADA k, BON, 特征 标 为 X 的 新 形式 ， 则 对 任意 的 pfN. 有 


-1-2 


L= app?  x(p)p* 17 = (1 ap *)(1 — Bpp^?), 
其 中 [ay] = [Bp] = p7 172, 
由 定理 出 发 可 得 
lap] = lap + bpl < 2p, 


故 原 始 的 Ramanujan-Petersson 猜想 可 由 此 导出 . 

新 形式 空间 CHN, ,Xx) 是 用 Petersson 内 积 来 定义 的 ， 从 而 有 
两 个 缺点 ， 第 一 ， 定 义 采 用 的 是 超越 的 而 非 代数 的 手段 ， 其 次 ， 这 
个 定义 并 不 对 所 有 的 模 形式 适用 ， 六 是 因为 Petersson 内 积 并 不 对 
所 有 的 模 形式 有 定义 .下面 我 们 介 一 种 代数 的 方法 来 刻画 新 形 
式 空间 CHN, k, x). 它 是 由 Serrel29] A Bit lo(q) 上 的 
新 形式 生成 的 空间 ， 这 里 g 为 素数 . 

对 六 的 一 个 正 因子 M, E To(N) ER OM) 的 一 个 有 限 阶 
TR, WEEE Ri e P(M), 使 得 到 右 陪 集 表示 


Be x 是 模 M 的 一 个 特征 标 , 由 空间 MN, k, v) 到 空间 MM, k, x) 
的 迹 算 子 定义 为 


Tif -YFfkR. fe M(N, k, x). 
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习题 19 证 明 , 4 f € M(N kx) Bt, Tr f € MOL E 并 且 
迹 算 子 的 定义 不 依赖 于 陪 集 表示 R 的 选取 .进一步 证 明 迹 算 子 映 尖 点 形 
UI Je SER. 
定理 7 ik fEC(N Ky), MS e CH UN AY) 的 充 要 条 件 是 : 
对 的 任意 素 因子 gq, Sy 是 模 N/q 的 特征 标 ， 则 
Top=0= Try fle Hn. 


证 充分 性 .利用 定义 ， 我 们 要 证 明 的 是 对 M 的 所 有 使 得 x 
为 模 N/a 的 特征 标的 素 因子 qg, 以 及 对 空间 C(N/gq,k,x) 中 任意 模 
形式 g, 一 定 有 

(f.g) 二 (0 三 (f. 9h B4). 
现 设 4 是 这 样 的 一 个 素数 ， 9 为 这 样 的 一 个 模 形 式 ， 注 意 到 对 迹 
AF Try, 定义 中 的 一 陪 集 表示 元 R; € T(N/gq), 有 

RAT(N)R; = P(N), 
进而 RDUD(D(N)) = D(I'(N)). 于 是 ， 对 任意 的 i 注意 到 g 的 水 
FA N/q, 由 


TE mem 
-gu J| «nens 
D(I(N)) 
= ir: PW] A O(f, g| B; (Riz) 


= TOT. “ff snes 


D(T(N)) 
结合 条 件 Tr, f = 0, 可 得 
(IY, f. 9) = Lo(N/q) : To(N)( 9) = 
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由 假设 条 件 TEN, flew = 0, 利用 上 面 的 方法 同样 可 以 证 明 f| Hy 
5j C(N/q, k, X) 中 的 模 形 式 正 交 . 再 注意 到 g Hy € C(N/q, k, X). 
于 是 就 有 
(f. g|e Ba) = (fI Hw, gle Bulk Hn) 
= q S (flHn, gl H nyg) = 0. 

从 而 充分 性 得 证 . 

必要 性 . Hg N 的 一 个 素 因 子 且 使 得 x 为 模 NJg 的 特征 
We 于 是 TN, f € C(N/q,k. x) 和 TeX yy flHn € C(N/g. k, X). 利 
用 充分 性 部 分 的 计算 可 以 得 到 

(TN yf Tr), f) = [To( N/q) : DONE. THR f) 
= 0. 

最 后 一 步 是 由 于 /ecrw x), 而 Te, f € C (N k, x). 这 就 表 
H Trif = 0. 由 于 Hy BR CHON, k, x) X CHUN, k X), 所 以 用 同 
样 的 方法 可 以 证 明 TeX), fle Hw = 0. 由 此 必要 性 部 分 也 得 到 了 证 
明 . 

下 面 我 们 来 讨论 模 形式 空间 MN, k, X) 的 结构 ， 对 于 同 余子 
# H = To(N), P(N), 有 P(N), Hecke 构造 了 一 个 由 Eisenstein 级 
数组 成 的 空间 EH, k), 使 得 


M(H,k) = €(H,k) QC(H, k). 


当权 此 > 3 时 ， dimc£(H,k) 恰好 等 于 H 的 尖 点 个 数 . 事实 上 ， 

E(H, 上 有 一 组 基 ， 其 元 限制 在 H 的 尖 点 上 时 ， 恰 好 为 尖 点 的 特征 
PB. 这 些 模 形式 通常 称 为 Bisenstein 级 数 ， 它们 是 通过 二 重 级 
数 来 定义 的 ;当天 > 3 时 ， 这 些 级 数 是 绝对 收敛 的 ， 当 大 二 2 时 ， 

这 些 二 重 级 数 是 条 件 收敛 的 ， 于 是 Eisenstin 级 数 取 作 两 个 条 件 收 
KRM D 35. Bk — 1 时 ， Eisenstein 级 数 则 是 利用 解 折 延 拓 来 
给 出 的 .尽管 不 存在 Eisensten 级 数 空间 的 一 个 “标准 ” 取 法 来 使 
上 述 分 解 成 立 , 但 Hecke 的 选取 是 较 好 的 ， 因 为 该 空间 在 Hecke 算 
TEATRETS. FAWR H ËH 的 子 群 ， 那 么 £(H'k) 是 


222 数论 及 其 应 用 


E(H,k) 的 子 空间 . 如 同 央 点 形式 - 样 ， 空 间 E(T(N),k) 也 可 分 解 
为 让 和 D EUN ko), 其 中 x RN 的 所 有 特征 标 ， 于 是 


MUN, k, x) = EN, Kk, YX) BEN, E, x). 


要 想 了 解 这 方面 更 多 的 知识 ， 读 者 可 以 参阅 参考 文献 [10, 18, 20]. 
研究 表明 ， 对 于 尖 点 形式 引入 的 算 子 对 Eisenstein 级 数 空间 同样 
有 意义 ， 当 我 们 用 迹 算 子 方法 代替 Petersson 内 积 方法 来 定义 新 
形式 后 ， 新 形式 理论 同样 适用 于 Eisenstein 级 数 空 间 ， 于 是 空间 
MCN, k. x) 就 由 正规 化 的 权 ,特征 标 为 x 的 新 形式 及 其 “提升 ” 
生成 .当然 这 些 模 形式 的 水 平均 应 为 N HAT. 另外， 我们 还 需 
说 明 的 是 ， 权 天 . KAR N, 特征 标 为 x 的 正规 化 的 新 Eisenstein 级 
数 是 已 知 的 : 它们 所 结合 的 Dirichlet 级 数 是 两 个 Dirichlet L-K% 
的 积 


D(s, f) = L(s,xi)L(s + 1 — k, X2), 


其 中 xX! 和 xo 分 别 为 前 导 子 是 NW; 和 Na 的 特征 标 , 使 得 N = NIAo 
及 X= ive 严格 地 讲 ， D(s, f) 刻画 了 f 的 所 有 非 零 Fourier 系 
数 ， 我 们 将 在 下 节 看 到 ， /的 首 项 系数 恰 为 D(s, f) 在 s = 0 处 残 
BRL 一 1. 

Atkin 和 Lehner!’ 通过 O(N) 上 尖 点 形式 的 研究 首 先 引 入 新 
形式 的 概念 . 后 来 , 利用 阿 代 尔 语言 ，Miyake07 将 新 形式 理论 扩展 
到 T(N) 上 的 模 形 式 . 在 她 的 博士 论文 03] 中 ， 李 文 卿 解释 了 如 何 
把 一 个 关于 P(N) 的 模 形 式 化 为 水 平 为 N, 特征 标 为 一 个 模 N 的 
特征 标的 模 形式 , 她 还 给 出 了 新 形式 的 一 些 判 别 法 ， 本 节 的 主要 部 
分 取材 于 US 关于 Eisenstein 级 数 的 新 形式 理论 则 是 由 Weisinger 
在 其 博士 论文 B4 中 完成 的 ， 新 形式 理论 同 GL2(Ag) 的 表示 之 间 
的 联系 则 分 别 由 Casselman[al 和 Delignels] 给 予 了 讨论 . 

习题 20 (1) WE: 当 ! > 2 时 ， 级 数 $3 mscenp': 中 的 任 


BOOTS OE GEO, 其 中 RAR AS BE (0,0) 的 整数 对 
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(m,n). 
(2) # Gils) = Y nz n)^?*. 证 明 ， 当 大 > 1 Hf, Eisenstein 级 


数 Gi(z) 是 权 2k 的 关于 D = SL2(2) 的 模 形式 ， 且 Gi(oo) = 20K). 其 
rh C 是 Riemann zeta 函数 . | 


$4 dH X Jj 程 
Hecke 对 模 形 式 理论 的 基本 贡献 之 一 就 是 研究 了 结合 于 模 形 
式 的 元- 盟 数 的 解析 性 质 ，、 下 面 我 们 来 讨论 这 方面 的 问题 . 设 / 是 
ALR TEAR 
F(s) = ` amts ldt (Res > 1 
(s) | ee ldt (Res > 1) 


是 熟知 的 Gamma wR. S 
L(s, f) = (2n) "l'(s)D(s, f). 
又 设 f 有 Fourier BF 
f(z) = LN 


n=0 
SHUEY, "n 10H, a, = O(n*). 事实 上 ， 若 f 是 个 尖 点 形 
式 ， 则 由 定理 6 知 ， 对 任意 的 e > 0, an= O(n^T 5). KEEA 
ii, Dirichlet 级 数 
D(s,f)= » 


n=l 
在 有 半 半 面 Re s > k +1 PART, ARE CT — 4 e t 
Hecke 把 L(s, f) 表示 成 f 的 Mellin 变换 
Lis.) = | e^) - ato [^ nga = ao) 


进而 他 研究 了 Lis. f) 的 解 折 开 拓 和 函数 方程 . 严格 地 讲 ， f (it) =a 
可 视 为 正 实 轴 Rx。 上 的 一 个 函数 ， 而 Ro, 显然 是 一 个 乘法 群 . 
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RI, ER SUBE E ER RID t t's € C 来 给 出 ， 而 dt/t 恰 为 

RX, 上 的 一 个 Haar WE. TÆ f 的 Mellin 变换 就 可 以 看 作 函 数 

ft) — ao 在 RE, 上 的 “Fourier BP”. 3 L- Sg L(s, f) 的 研究 

十 分 类 似 于 我 们 在 第 五 章 中 所 做 的 对 伊 代 尔 类 特征 的 L-e SEG vl 

论 ， 于 是 在 此 我 们 只 是 简单 地 概述 一 下 ， 请 读者 自己 把 细节 补 齐 . 
X SKEA N, S 


OX 


EE — 
ule) = fidet» N enhn) rem. 
* n=0 


显然 9 也 是 一 个 权 ROKEN 的 模 形 式 ， 特 别 地 ， 


gliy) = Neo 人 (总 让 
Ny 


k 
“4 Res > "hu | dp, 


ni x 
Lis. fy = J t (f (it) — ag)dt + | elf (it) — ag)dt 
m 


1 


ay dt 


1 dt UR 
= -e+]/ | PGE = a0) 
在 第 一 个 积分 中 令 1= -， 则 有 
Ny 


tfm e [wer (ss) e [eun on 
D ， auf E 41 ' 
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由 于 存在 正常 数 c, 使 得 当 一” oo RT, 

fit) ~- ag = O(e^**) 和 glit) — bo = O(e^**), 
这 表明 最 后 两 个 积分 定义 了 两 个 在 整个 s 平面 上 全 纯 的 函数 ， 并 
且 它 们 在 任意 有 限 宽度 的 垂直 带 中 都 是 有 界 的 .由 此 我 们 就 得 到 
L(s,f) ERA s 半 面 上 的 解 折 开拓 RE s = 0 H s= k Ange 
是 两 个 单 极点 外 ， L(s f) 在 整个 s 平面 上 全 纯 更 精细 一 些 ， 由 
bo 


Lis, f) + to iNi 2 
a k—s 


{=DE 
= jf NIT (ze —38,9) + D 4 iE NSS CD) ao =) 
一 5 s 


ET EE SS 
L(s, f) 2 N37? L(k — s,g). 
将 上 而 讨论 总 结 一 下 ， 即 得 
定理 8 (Hecke) if 


oo 


f(z) — Y aperi" € MN, k, x). 


n=0 
L- BR L(s,f) REF d Re s D0 上 是 绝对 收效 的 它 可 以 解 折 
开拓 至 整个 平面， 且 除 了 在 s=0 和 5= 上 天 可 能 为 音 极 点 外 处 处 
全 纯 ， 它 在 s=0 处 的 残 数 是 ~ao. 另外 ， L(s.f) 在 任意 有 限 宽 
度 的 垂直 带 中 是 有 界 的 ， 并 且 满 足 函 数 方程 
L(s, f) = i*N2-°L(k — s, fl Hw). 
特别 地 ， 当 三 是 一 个 水 平 N 的 新 形式 时 ， fleHy = Arf. FRR 
数 方 程 变 为 
L(s, f) = yi 这 NE 一 5 帮 =else f)L(k — s, f). 

X95, X f 是 一 个 类 点 形式 ， 则 L(s,f) A-PH BR. 

注 wf MN ky) 中 的 一 个 新 形式 ， 车 它 的 一 次 Fourier 
系数 a = 1, 则 它 完 全 由 D(s,f) 在 所 有 素数 处 的 Euler 积 以 及 
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L(s, f) RRMA Lis, f) = CONIL- s f) 所 决定 ， 这 里 
C, 是 一 个 非 零 常数 (参见 参考 文献 [13, 定理 9]). 

从 定理 4 我 们 知道 , 对 两 个 有 同样 权 和 特征 标的 尖 点 新 形式 
如 果 它 们 关于 几乎 所 有 的 Hecke SUP. 下 。 有 相同 的 特征 值 ， 那 么 
它们 俩 也 应 相等 ， 不 过 在 那里 我 们 要 求 其 中 一 个 新 形式 的 水 平 可 
以 整除 另外 一 个 . 下 面 我 们 会 看 到 ， 这 个 关于 水 平 的 限制 条 件 是 不 
mx. . . 

定理 9 设 f(z) = So ane"? 和 g(z) = Seo aperi 两 个 权 


n=} n=} 
k, 特征 标 为 X 的 正规 化 尖 点 新 形式 ， 它 们 的 水 平分 别 为 NN 和 NN 
车 对 几乎 所 有 的 素数 p, 均 有 a, = al, WM fag Km NAN’, 
证 这 个 定理 可 以 用 纯 代 数 的 方法 来 证 明 , 参见 参考 文献 [13]. 
在 这 里 我 们 将 应 用 定理 8 来 证 明之 假设 f Ag, 以 天 表示 使 得 
ap 天 ap 成 立 的 那些 素数 p 的 积 ， 则 


L(s, f) 
L(s, g) 
TT 0-a [J] Q-a7 + xpp) 
unm p| K ptN' 
II G-a I a-«»^-xty^- 7») 
al Kq N p|K,ptN 


是 s 平面 上 的 一 个 亚 纯 函 数 ， 再 利用 L(s, f) 和 L(s,g) 的 函数 方 
程 ， 我 们 得 到 下 面 函 数 方程 

L(s.f) -cK) L(k =s, F) 

L(s,g) N' L(k—s,g) 
需要 注意 的 是 ， 上 式 可 以 作为 有 限 积 的 商 成 立 ， 所 以 并 不 需要 再 进 
行 解 折 开 拓 ， 又 由 于 使 得 p-， = 1 成 立 的 s HFK 的 不 同 的 素 因 
Fp 也 是 不 同 的 ， 所 以 上 面 函 数 方程 可 以 诱导 出 在 每 个 素数 p|K 
处 的 局 部 函数 方程 ， 换 名 话说 ， 当 DIN 或 pfN' 时 ， 如 果 我 们 记 


1 — app™ + x(p)p* 175 = (1 — ayp7*)(1— &p7*) 
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和 
1—ajp^*  x(pp* 7^ = (1- op *)( ~ pp) 
那么 我 们 可 以 将 前 述 函 数 方程 分 裂 成 下 面 三 种 情形 的 局 部 函数 方 
程 的 积 : 
(D pK, pf NN': 
(1 ~ app *)(1 — Bp *) 
(1— ayp^*)(1— pps) 
_ (app t) - dp t 


T Gee) Bp) 


QI) p|K, pt N, p|N' : 


Cp; 


l= app ° 
(1 -= ayp^*)(1— Bp^*) 
1 一 ap F*s 


~ ee E 
(1 — agp-**s)(1—- Bp-**s) " p 7 
(情形 DIN pL, pt N' 与 此 情形 对 称 ， 讨 论 方法 相同 ); 
(HI) p|K, pN, p|N' : 
—k+s 


l-ajp?* 1-a; 
T 0 


1 ~ ayp^5 oe üpp *** 


其 中 cp 是 非 零 常数 ， e(p) 是 整数 . 
命 <=P- ,我 们 首先 看 到 


(1—apx)(1~ Apr) 同 (x~ app t)z -Bp *) 
没有 公共 零点 ， 这 是 因为 由 ap = 1/8, 可 以 导出 
Ap Apap By = p”: 
而 由 app ^ = 1/ap 则 可 导出 


lay] = p”. 


228 数论 及 其 应 用 


不 管 那 种 情况 ， 这 些 都 与 Ramanujan-Petersson 猜想 (定理 6) F 
Ny. 当然 , 由 于 Ramanujan-Petersson 和 猿 想 的 证 明 几 到 了 代数 几何 ， 
所 以 我 们 希望 我 们 这 里 的 讨论 能 局 限于 模 形 式 中 .， Rankin? 5] 
入 了 一 种 十 分 容易 且 有 用 的 方法 ， 并 使 用 它 证 明了 ， 当 充分 大 
M, ay = O(n 和 .不管 上 述 那 种 情况 成 立 ， 我 们 均 可 导出 ， 
Mn KIA, ap 不 满足 Rankin 的 估计 ， 从 而 肯定 了 所 述 两 个 
多 项 式 没 有 公共 零点 ， 这样 ， 情 形 (1) 只 能 在 


f 
P 


时 成 立 , 而 这 与 假设 plK 矛盾 , 即 情形 (1) 不 存在 . 同样 ,情形 D 
也 不 存在 ， 这 是 因为 等 式 两 边 (EA p 的 函数 ) 肯定 有 极点 ， 而 
由 上 面 讨 论 知 两边 的 极点 又 不 可 能 相同 .对 情形 (ID, 首先 考虑 
ay FO 的 情况 ， 由 定理 5 知 ， 


k ~ 大 一 上 
lap] = pi) Be pm 


于 是 1 一 wz 与 + -wp* 没有 公共 零点 从 而 情形 (ID 成 立 的 
条 件 是 a, ay 这 显然 不 对 ， 类 似 地 ， 当 a7 AOR, HIE (ID) 也 
不 存在 ， 于 是 


_ gr gt 
üp = Qp + dy = ap + à, =a 


— 7 -一 
üp = a, = 0, 


而 这 照样 不 真 ， 从 而 假设 错误 ， 即 f = g. 

习题 21 (1) ^4 f 和 yg 均 为 新 Eisenstein 级 数 时 ， 证 明定 理 9 lë 
样 成 立 . 

(2) 证 明 一 个 尖 点 新 形式 同一 个 新 Eisnestein 级 数 不 可 能 关于 几乎 
所 有 的 Hecke 算 子 相同 的 特征 值 . 

给 出 一 个 复数 列 ao oa 假设 它们 满足 某 一 增长 条 
件 an = O(n), 那么 函数 


PE 模 形 式 理论 | 229 


EBT EY HD 上 全 纯 ， 一 个 自然 生成 的 问题 是 ， 在 什么 样 的 
RET, f 是 一 个 权 上, 水平 N ， 特 征 标 为 x 的 模 形 式 ? Hecke 
首先 就 全 模 群 的 情形 ， 即 水 平 w = 1, 特征 标 x 为 平凡 特征 的 情况 
进行 了 研究 ， 他 指出 ， 如 果 L- g 
L(s, f) = (21) *T'(s)D(s, f) 
满足 一 定 的 解析 性 质 ， 那 么 f 就 是 模 形式 ， 具 体 一 些 讲 ， 我 们 已 
BU, WA f 是 关于 T= SL2(Z) 的 模 形式 ， 那么 f = fl 可, 于 是 由 
定理 8 可 知 ， ZL(s:, f) 满足 所 述 的 那些 解析 性 质 和 油 数 方程 
L(s, f) 2 i* L(k — s, f). 
反 过 来 ， 如 果 L(s,f) 有 这 样 的 解析 性 质 ， 将 上 面 的 推导 过 程 反 过 


来 使 用 ， Hecke 就 证 明了 f 5i fle 在 半 直 线 {it: t> 0} 上 相 
F, 骨 注 意 到 f fle, 都 是 上 全 纯 函数 , 于 是 由 解析 开拓 知 ， 


€» 14 /= ft 人 我们 知道 全 模 群 人 是 由 平移 变换 ( ) 


和 反 转 变换 H 生成 的 ， 于 是 综合 上 面 讨论 就 可 肯定 /为 关于 下 
的 权 的 模 形 式 . 
当 N > 1 时 ， 问 题 变 得 复杂 得 多 ， 这 时 仅仅 有 


1 1 
Ne (1) =f 和 f= nas 
还 不 足以 保证 f 是 个 水 平 N, 权 k 的 模 形 式 ， 1967 年 ，A.Weill33] 


通过 描述 /及 其 他 的 许多 扭曲 f 所 结合 的 工 -函数 所 应 满足 的 解 
析 性 质 回答 了 这 一 问题 . 


给 定 函 数 f(z) = 》 ase? AL 的 特征 标 », 则 FEF 的 
n=0 
扭曲 定义 为 
Fal) = SP alnjane?*ns, 


n=0 
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如 果 f 是 -- 个 模 形式 ， 那 么 其 扭曲 fo 也 是 一 个 模 形 式 ， 不 过 相关 
的 参数 可 能 会 有 变化 例如， 车 f E-AN k KEN, RERA 
x 的 正规 化 新 形式 ，7 的 前 导 子 m 与 入 HX, WABI, f, 
是 一 个 权 水平 Nn? 特征 标 为 xu? 的 正规 化 新 形式 . 特别 地 
L(s. f) 满足 消 数 方程 

sf) =C (Nm) L(k ~ s, Jy), 
其 中 Cy 是 一 个 常数 ， 

Cy = ci E aC Nm). 
这 里 C 是 L(s.f) mE ERUBI SETA g0) = gy) 是 
Gauss 和 , 加 法 特征 标 vi(z) BUE Z/mZ 的 标准 加 法 特征 标 eonim. 
Weil?) 指出 ， 如 果 我 们 知道 充分 多 L(s, f) 的 解析 性 质 ， 我 们 就 
可 以 断定 f 是 一 个 模 形式 ， 精 确 地 讲 ， 就 是 下 面 的 定理 

定理 10(Weil, ERË EH) 设 


Meme (N, Kk, x): 


KR flHn = Cy(-i)4 F, 则 对 所 有 前 导 子 condg 2m 5 NEŽ 
的 特征 标 n, 有 下 面 结 论 (A), Re: 


(A), 上 (s,f) 可 以 解析 开拓 至 整个 平面 且 除 了 ss 二 0 
和 s 二 上 可 能 是 单 极点 外 ， 在 其 余 的 地 方 均 全 纯 ， 
并 且 在 任意 有 限 宽 的 垂直 带 中 有 界 . 此 外 还 满足 函 
数 方程 
L(8, fa) = C,(Nm?)?-°L(k — s, Fa), 
其 中 


而 g(n) = g(n,v) 是 上 面 所 说 的 Gauss fe. 
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反 过 来 ， 设 n(n = 0,1,2,.…) 是 复数 ， 且 存在 常数 c > 0, 使 
ff a, = O(n’). Lit x & —^4 N 的 特征 标 . 对 于 岗 数 


oc 


f(x) = Mauern 


n=O 
如 果 条 件 (A), 对 也 = 工 和 几乎 所 有 前 导 子 cond y= mi 与 NAF 
的 特征 标 y 都 成 立 ， 那么 fe MIN Ay). FE 


flHn = C (Cf. 
更 进一步 ， 若 


ex 
= ) Gyn À 


. n=l 


在 8 二 太一 6 处 绝对 收 化 ,这 里 6 是 一 个 小 于 大 GER, WA 
AK RE X. 

Weil 的 这 一 定理 在 数论 中 有 着 深远 的 影响 ， 它 表明 一 个 研究 
对 象 ， 如 果 其 相关 的 -函数 有 着 与 模 形 式 相关 的 雹 -函数 同样 的 性 
质 ， 那 么 AORN RE ERA. 下 面 我 们 就 Weil 定理 的 

三 个 应 用 来 说 明 这 一 点 . 

第 一 个 启用 是 讨论 Q 上 的 虚 二 次 域 扩张 KE 的 伊 代 尔 类 
特征 标 ， 此 时 域 K 只 有 一 个 复 Archimede 位 oo. C* = R&, x S! 
aa z = re? € Cx B ren? gis CC, nez. 
W ox le /K* 的 一 个 伊 代 尔 类 拟 特 征 标 ， 如 果 xs RR > = rel? 
Ap e", 那么 我 们 im x 是 下 型 代数 拟 特 征 标 其 中 天 = [nf s 1L 
注意 到 ， 一 个 代数 拟 特征 标 事实 上 就 是 一 个 特征 标 ， 所 以 结合 -- 
Ig/K” 的 大 型 代数 特征 标 x 的 上 -函数 是 

1 


, k — a 
L(s,x) = Tc (+ } JI (1 = xv (r,)Nv ) 1 
v K IUE BB Lu 
xs 非 分 歧 


其 中 Fo(s) = (27) ?P(s), m 是 K 在 位 v 处 完备 化 K, 中 的 一 
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局 部 单 值 化 参数 ， 对 这 样 的 一 个 特征 标 x, 定义 


使 得 它 所 结合 的 Dirichlet 级 数 为 . 


= s+ kot 一 1 
D(s, f) = » ay n7? = Il (1 7 Xo (Ta) Np 2 ) . 
mst v K f Fy BB for 
x 非 分 歧 
从 而 a 
Ls f) = Fols}Dls p) = L (s+ 1 3) 


Hecke 已 经 让 明了 L(s,x) 可 以 解析 开拓 至 整个 s 平面 ， 除 了 在 
s=0 和 s=1 处 可 能 有 单 极点 外 处 处 全 纯 ， 它 还 在 任意 有 限 宽 的 
垂直 带 中 有 界 ， 并 且 满 足 函 数 方程 


L(s, x) = e(s, xX)L(1 7$ x I) 


其 中 
E (5,X) = 常数 .NkjyQ (Dij «x MSF), 


这 里 Dijq 是 扩张 K/Q HEMMER (different). 常数 可 以 用 Gauss 
和 来 表示 ， 这 一 结论 的 证 明 类 似 于 我 们 在 第 五 章 对 函数 域 情 形 所 
做 的 讨论 ， 此外， 如果 x 不 是 主 特征 标 ， 即 y 不 是 | [te C 这 种 
形式 的 特征 标 ， 那 么 L(s, Xx) 是 一 个 全 纯 函 数 . 从 Ls. x) 的 解析 性 
质 可 以 导出 L(s, f) 满足 条 件 (A)... 接 下 来 我 们 来 讨论 f 09 dh 
Z 的 一 个 Dirichlet 特征 标 可 以 视 作 1a/Qx 的 一 个 代数 伊 代 尔 类 
FEMER €, 此 时 Eo (r) = (sig js, 其 中 6=0 或 1 若是 内 /Kx 
的 一 个 天 型 代数 特征 标 ， 则 对 任意 1a/Qx 的 代数 伊 代 尔 类 特征 标 
VW X no Nea 亦 为 TK/Kx 的 一 个 大 型 代数 特征 标 ， 并 且 


l-k 
L(s, fy) =L(s+ pone Ng). 
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从 而 L(s, fy) 满足 条 件 (A), 由 定理 10 知 ， fly) 是 一 个 权 k, K 
E N = Nkya Prya x 的 前 导 子 ) 的 模 形 式 ， 特别 地 ， 如 果 x 是 
正则 的 ， 即 对 任意 Io/Q*. 的 伊 代 尔 类 特征 标 6, 有 
X 天 5oNK/aQ: 

那么 f(x) 是 一 个 尖 点 形式 ， 这 是 因为 结合 一 个 Eisenstein 新 形式 
的 L-e Si E p ^. Dirichlet 级 数 的 积 ， 从 而 被 一 个 适当 的 Dirichlet 
特征 标 扭曲 后 ， 对 应 的 元- 图 数 一 定 有 极点 . 

为 确定 模 形 式 f(x) 的 特征 标 ， 我 们 首先 将 Iq 嵌入 到 Ik 之 
mh. 设 o 为 QQ 的 -一 个 位 ， 妈 为 天 的 一 个 整除 的 位 ， 则 A 包 
E Q. hn S Pi UK 的 位 w 和 uw! 可 整除 v, 那么 Q 可 以 对 角 
地 嵌入 到 Ky x Ku 中 .以 此 方法 ， 我 们 把 Io 嵌入 到 Dy 中 去 . 此 
Ry 在 lq 上 的 限制 怡 为 Ta/Q* 的 一 个 代数 伊 代 尔 类 特征 标 x. 
接 下 来 我 们 研究 L(s, f) 在 不 整除 N 的 位 p 处 的 Euler 因子 . £ p 
E K 中 是 惯性 的 ， 设 ww 是 KK 中 那个 唯一 能 整除 p 的 位 ， 则 我 们 
可 以 取 rw — 0, A Nw =p. 从 而 该 Euler 因子 为 


-1\7!1 m 
(1 m Xw (Tu) (Nw) =+) = (1 = Xu (Tp) pT), 


Ape K POS, Www 为 K ARR pm. 注意 到 K, = 
Qp = Kyu 以 及 Nw = Nw’ = P, 故我 们 可 以 取 Tw = Ty = Ty, 从 
而 该 Euler 因子 为 

H 


7 k-1 -1 ke =] 
(1 UC Xw (Tu) (Nw) "3 ) (1 7 Xue (ru (Nw n) 
kal 
= ( — (x w(Tp) + Xw (15))p 2 7 


-1 
+ Xw (Tp) Xw (Tp) ym) . 
取 19/Q* 的 -个 二 次 特征 标 nea 为 
1. LE Q*N&ig(IHy), 
nk qx) zi i K/Q( K) 
一 1， 其 他 情况 . 
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iX FR, 不论 p 在 到 中 是 惯性 的 还 是 分 裂 的 ，Euler APP ptio 
的 系数 均 可 写成 x!) rs). 用 阿 代 尔 观点 来 说 ， 这 就 是 说 (x) 
的 特征 标 恰 为 xmxyq. 总 结 上 述 讨论 ， 我 们 有 
定理 11 Ry X Ik/K* 的 上 型 代数 伊 代 尔 类 特征 标 ， 则 存 
EAR k, KEN = Npa Prj x 的 前 导 子 ), AERA xu 
的 模 形式 f(x), RPX 是 X A Io 上 的 限制 ， 使 得 
L(s,f)=L (s + x) 


进一步 ， 如 果 X 还 是 正则 的 ， 那 么 f(y) 是 尖 点 形式 ， 同 时， f(x) 
还 是 一 个 水 平 N 的 新 形式 . 

最 后 一 个 关于 f(x) 为 新 形式 的 结论 虽然 没有 在 前 面 提 及 ， 但 
由 前 面 的 讨论 可 以 很 容易 推出 这 一 点 ， 我 们 留 给 读者 作为 练习 . 

Weil 定理 的 第 二 个 应 用 是 关于 Galois # G = Gal(Q/Q) 的 不 
可 约 表示 .从 第 六 章 81 中 的 讨论 我 们 已 经 知道 G 的 每 个 有 限 维 
( 复 ) 不 可 约 表示 p 都 结合 了 一 个 Artin L-A% L(s,p)， 当 p 是 一 
维 时 ， 存 在 Ja/Q* 的 一 个 有 限 阶 伊 代 尔 类 特征 标 x, 使 得 

L(s,p) = L(s, x). 
于 是 利用 前 面 提 到 的 Hecke 关于 L(s,x) 的 工作 ， 从 而 得 知 L(s, p) 
HER. 4p 是 一 个 次 数 > 2 的 不 可 约 表示 时 ， 在 s 的 某 一 右 半 
平面 上 Lsp) 是 有 定义 的 并 且 还 是 全 纯 的 ， 类似 于 一 维 的 情况 ， 
Artin AW: “Ls, p) 也 可 以 开拓 成 整个 5 平面 上 的 全 纯 函 数 ， 
并 且 在 每 个 有 限 宽 的 垂直 带 中 有 界 ， 此 外 还 满足 函数 方程 
L(s, p) = &(s, p)L(1 — s, p), 

这 里 万 是 PHRGAR.” RNA, WG 的 任何 一 个 特征 标 y, 
M G 的 一 个 次 数 为 1 的 表示 ，p @@xX 是 一 个 与 p 同 次 的 不 可 约 表 
不 ， 从 而 由 Artin 猜想 判断 ， L(s,p@x) 与 L(s, p) 应 有 相同 的 解 
析 性 质 ， 只 是 函数 方程 变 为 


L(s,p@ x) = els, P ILU — 5, pQy-!). 
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利用 Brauer 的 一 个 定理 ，L(s,p) BA SAR Lis, x4). WARRE, 
HEP x AG 的 特征 标 ，ai € Z. 从 而 Artin 猜想 除了 将 全 纯 延 拓 
改 为 “L(s,p) 可 解析 开拓 为 全 平面 上 的 一 个 亚 纯 函数 " 之 外 都 是 成 
立 的 . 

下 面 我 们 集中 讨论 p 是 G 的 次 数 为 2 的 不 可 约 表 示 时 的 情 
况 ， 利 用 定义 ，L(s,p) 总 可 写成 局 部 LAF Lels p) 的 积 


L(s, p) = II La(s, p), 


这 里 4 过 Q 的 所 有 位 . HB SHE TURE 1 RE -1 我 们 称 
Xm p 是 偶 的 或 是 奇 的 . 在 Archimede 位 co 处 的 工 因子 Los. p) 
E o 的 奇偶 性 有 关 ， 当 p 是 奇 的 时 ， 


Lools,p) = Tc(s) = (27) "T (s); 


而 当 p 为 偶 的 时 , 按照 复 共 斩 的 作用 是 恒 等 映射 还 是 负 恒 等 映 射 ， 
L(s,p) 分 别 定 义 为 TR(s)? 或 TR(s + 1)?, 其 中 TR(2s) = nsT(s) 
(参见 参考 文献 [31])， 在 有 限 位 vw 处 ， LENT L,(s,p) 或 者 是 1， 
REE (1-a Nvs), 或 者 是 (1 - Tr p(Frob,) Nu~*® + (det p) 
(Frob,) Nv~?°)~!; 且 对 几乎 所 有 的 位 v, 

La(s. p) = (1 — Tr p(Frob,)Nv^* + (det p)(Frob,)Nv7?3)-1, 


注意 到 行列 式 detp 是 G 的 一 维 表示 ， 从 而 可 视 为 1q/Q* 的 一 个 
代数 伊 代 尔 类 特征 标 ， 或 是 Z 的 一 个 Dirichlet 特征 标 . 于 是 ， 结 
合 一 个 G 的 二 次 奇 不 可 约 表示 p 的 Artin L-E% L(s,p) 同 结合 一 
个 模 形式 的 二 -函数 有 相同 的 形式 ， 如 果 Artin 猜想 正确 的 话 ， 那 
么 就 存在 一 个 权 为 1, 特征 标 为 det p 的 尖 点 形式 f(p), 使 得 


L(s, f(p)) = L(s, p). 


事实 上 ， 由 函数 方程 可 以 看 出 f(o) 是 一 个 水 平等 于 jp 的 Artin 前 
导 子 的 新 形式 ， 反 过 来 ， Deligne 和 Serre) 已 经 证 明了 ， 对 每 个 
权 1 水 平 N, 特征 标 为 x 的 新 形式 F, 总 存在 一 个 G 的 二 次 奇 不 
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可 约 表示 p, 使 得 
L(s,p) = L(s. f). 

于 是 对 这 样 的 p. Artin 猜想 成 立 . 因此 ， 对 G 的 二 次 奇 不 可 约 表 
aR, Artin 猜想 即 等 价 于 这 样 表 示 均 可 以 由 权 1 的 新 形式 产生 . 对 
于 G 的 二 次 偶 不 可 约 表示 呢 ? 我 们 只 需 将 上 述 结论 中 的 “ 奇 ” 换 
成 “ 偶 "”，“ 新 形式 ” 换 成 “ Maas 新 形式 ”就 可 以 了 . Maass € 
式 与 模 形 式 十 分 相似 ， 它 同样 也 有 新 形式 理论 ， 只 不 过 Maass 形 
式 是 实 解析 的 而 不 像 模 形式 那样 是 全 纯 的 ， 关 于 Maass 形式 的 介 
绍 可 以 参见 Maass 的 著作 U4), 

Weil 定理 的 第 三 个 应 用 是 关于 椭 加 曲线 的 ， 设 巨 是 一 条 定义 
EQ EURAS, CEQ 上 有 一 个 极 小 模 ， 称 为 Néron 模型 
在 有 限 位 bp ab, ER p 是 一 条 定义 在 有 限 域 Z/pZ 上 的 曲线 ， 注 
意 ， 对 儿 乎 所 有 的 p 这 样 的 曲线 仍 是 椭圆 曲线 ， 当 巨 模 是 一 条 
椭 风 曲线 时 ， 我 们 可 以 像 在 第 二 章 中 那样 定义 它 的 zeta T ME. 
如 同 第 五 章 中 那样 研究 这 个 zeta 函数 的 性 质 ， 如 果 以 N, 表示 它 
的 Z/pZ 有 埋 点 个 数 ， 则 这 个 zeta 函数 可 以 写成 

l— app™* + p12 
(1— p73)(1 = pi-sy’ 
其 中 ap = 1+p 一 N, 此 时 ， 定 义 
Lp(s, E) = (1 一 app +p 2) i. 


当 Ep 不 是 一 条 椭 因 曲线 时 ， 此 时 有 几 种 可 能 性 ， 第 一 ， 它 有 
一 个 具有 两 条 有 理 斜率 切线 的 结 点 ; 第 二 , 它 有 一个 有 两 条 无 理 癸 
率 切线 的 结 点 (此 时 ， 我 们 称 E 在 p 处 有 一 个 四 法 约 化 ); 第 三 ， 
它 有 一 个 尖 点 (此 时 ， 称 EE p 处 有 一 个 加 法 约 化 ), EE p 处 的 
局 部 LAF Ly. E) 分 别 取 作 


(=p), (0p?! 和 1. 
又 存在 一 个 正 整数 N, 使 得 DIN 的 充 要 条 件 是 巨 模 p 不 是 一 条 相 
圆 曲线 ， 这 个 数 六 RT EH p 的 一 些 几 何 性 质 ， 我 们 称 它 为 E 
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的 前 导 子 (conductor) 所 以 结合 BB 的 整体 L-ARKA EXA 


L(s, E)=Te(s) [[ LG. E) 
p X 
= (20) ?r() [[a 22,477! [[ü = «5? + 577". 
iN PIN 


局 部 L 因子 的 乘积 I5 (s, EF) = Q(s, E) = Lan RRA E fj 


Hasse- Weil zeta 函数 Hasse 猜测 了 它 的 解析 性 质 . 
Hasse 猜想 设 互 为 Q 上 的 桶 圆 曲线 ，7) 是 任意 一 个 Dirich- 
let 特征 标 ， 则 L(s E) REAR n 6542: L En 均 可 全 纯 开拓 至 
整个 s 平面 ,它们 在 任意 有 限 宽 的 各 直 带 中 有 界 ， 并 且 满 足 函 数 方 
4 
L(s, E) = (s, EJL(2 — s, E), 


L(s, E,n) = e(s, E,n)L(2 — s, E, 71), 


R E es, E) = aN, PN HE OHEF, of 是 一 非 零 党 
数 ， 当 7 的 前 导 子 与 N 互 素 时 ， els, En) 与 e(s, E) 的 关系 可 以 
由 (A)， 给 出 . 

按 定 理 10 的 观点 ， Hasse 猜想 事实 上 是 说 ， 任 意 给 定 一 条 Q 
上 的 椭圆 曲线 ， 总 可 找到 一 个 权 2, 水 平 N, 特征 标 平凡 的 新 形式 
FE), 使 得 L(s, f(E)) = L(s, E). 

下 面 设 9 是 一 个 关于 N) 的 权 2 的 非 零 尖 点 形式 ， 从 而 
g(z)dz 是 模 曲 线 Xo(N) = S/N) 上 的 一 个 全 纯 微 分 形式 ， 这 个 
微分 形式 通过 将 1- 闭 链 y 映 为 积分 


J «ev 


而 定义 了 一 个 从 I (X(N), Z) 到 C 的 同 态 ， 它 的 像 是 C 中 秩 为 
2 的 格 ， 记 作 Ly. 并 称 之 为 g(z)dz 的 周期 格 . E, =C/L, 是 一 条 
椭 贺 曲线 ， 于 是 我 们 就 得 到 了 一 个 从 X(N) 到 E, 的 映射 o, 它 是 
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由 一 个 从 与 到 C, re 5 RA 


L. g(z)dz 


的 映射 诱导 出 来 的 ， 显 然 ， (ico) 20€ E, 
设 已 是 Q 上 -- 条 椭圆 曲线 ， 它 在 Z 上 的 Néon 模 由 方程 


y^ = f(x) = 4x? + gor + 93 


Aud. Wo 是 微分 形式 

dz 2dy 

y Fe 
CERT E 上 的 全 纯 微 分 形式 空间 ， 如 果 E RRA C/L, 其 中 
L= {1,2}, BA o BA dz. 如 果 存 在 一 个 映 ioo 为 0 HAH 


V: Xo(N) — E, 


那么 ， 由 Eichler-Shimura 和 Igusa 建立 的 关于 模 对 应 的 同 余 关系 
(Eichler-Shimura 关系 ) Ail, 微分 形式 的 拉 回 w*w 恰好 等 于 ch(z)dz. 
其 中 ce Q^, A(z) 是 CON), 2) 中 的 正规 化 新 形式 ， 对 任意 的 
pt N, h(z) 关于 Hecke SLT. T, 的 特征 值 正好 是 1+p 一 Np. fj 
话说 ， 除 了 有 限 多 个 可 能 的 因子 之 外 ，h 的 L-A% Ls, E) 相 
等 . 

让 我 们 把 上 面 的 讨论 总 结 一 下 , 对 一 个 Q 上 的 椭圆 曲线 E, ti 
X Hasse 猜想 成 立 ， 我 们 总 可 以 找到 一 个 权 2 的 尖 点 新 形式 


f = F(E) € C* (F(N),2), 


使 得 L(s,f) = L(s, E). 而 对 这 样 的 模 形式 f, 我 们 又 可 构造 一 条 
Q 上 上 的 椭圆 曲线 By, 使 得 存在 一 个 映 ioo 为 0 HASH 


V: Xo(N) — Ej. 


取 Ej 上 的 典范 微分 形式 w, 我 们 又 可 得 到 一 个 权 2 的 尖 点 新 形式 
h € C'(Po(N), 2), E 5 f 关于 所 有 的 Hecke HF T, (pt N) 的 特 
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征 值 相同 ， 从 而 
h=f, L(s.E) =L(s, Ej). 

由 被 FaltinegsB] 所 证 明 的 Shafarevich 猜想 知 ， E Xm E; 是 同 源 的 
(isogeneous)( 亦 可 参见 参考 文献 [29] 第 七 章 中 的 讨论 ). 于 是 存在 一 
个 从 Xo(N) F) E WAS, ERR ioo 为 0, 且 使 得 E E Néron f 
分 形式 we HAE wt (we) 是 CoN). 2) 中 一 个 新 形式 的 非 零 有 
理 倍数 .具有 这 样 性 质 的 椭圆 曲线 称 为 Weil 曲线 . 上 面 的 讨论 表 
明 : 由 Hasse 猜想 导出 下 面 的 猜想 . 

Taniyama-Shimura 猜想 任何 一 条 Q 上 的 李 圆 曲线 均 为 
Weil 曲线 . 

反 过 来 ， 对 椭圆 曲线 E, 若 Taniyama-Shimura 猜想 成 立 ， 则 
存在 尖 点 新 形式 f, 使 得 

L(s, E) = L(s, f). 


从 而 Hasse 猜想 也 成 立 . 这 就 是 说 ， Taniyama-Shimura 猜想 与 
Hasse 猜想 等 价 ， 这 方面 更 深入 的 讨论 可 以 参阅 参考 文献 [15, 27, 
30]. 

| K. Ribet!!! 证 明了 由 Taniyama-Shimura 猜想 可 以 导出 著名 的 
Fermat 大 定理 : “对 不 小 于 3 ERR n, 方程 za 十 y" = 2" 
只 有 平 几 的 整数 解 .” 最近， A. Wiles 和 R. Taylorl3235) 证 明了 
Taniyama-Shimura 猜想 对 Q 上 的 半 稳 定 的 椭圆 曲线 成 立 . 而 将 此 
结论 再 结合 Ribet 的 结果 足以 导出 Fermat 大 定理 的 正确 . 有 关 这 
方面 的 讨论 可 见 参考 文献 [23,24,25]. 
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第 七 章 附 录 : 模 形式 的 构造 


读者 通过 正文 中 已 经 对 模 形 式 的 经 典 理论 有 了 一 个 比较 完整 
的 了 解 .在 这 个 附录 中 ,我 们 将 借助 于 一 些 典 型 的 例子 ,让 大 家 能 
对 模 形式 有 一 个 更 具体 的 认识 . 


1. 全 模 群 上 的 模 形式 


在 这 一 节 里 我 们 将 在 全 模 群 (1) 上 讨论 . 由 于 -e ra), 所 
以 对 一 个 全 模 群 上 权 的 模 形 式 f, 利用 关系 


fle(-D) = f(z) = (-1)* f(z) 


可 知 : 当 上 是 奇数 时 ， f = 0. 因此 我 们 只 需 讨 论 权 为 偶 整数 的 模 
形式 . 
从 习题 20 中 我 们 已 经 知道 ， 当 大 > 1 时 ， 级 数 
， 1 


[mz + n[?* 
m,n 


是 收敛 的 ， 进 而 可 以 证 明 函 数 
Gy (z) = Y (mz +n), k>1 


是 全 模 群 DO) 的 权 为 2k 的 (全 纯 ) 模 形式 ， 它 在 ico 处 的 值 为 
2¢(2k), 其 中 6 是 Riemann zeta 函数 ， 这 个 函数 我 们 称 之 为 D) 
的 Bisenstein 级 数 . 
权 最 小 的 Eisenstein 级 数 是 G2 和 Gs, 它们 分 别 是 权 为 4 和 6 
的 模 形式 ， 由 于 椭圆 曲线 理论 的 原因 ， 通 常 我 们 分 别 用 
92 =60G2 和 gs = 140G, 
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ARE Gy 和 Gs. 现在 我 们 来 看 看 Eisenstein BAS HH A 183 2X I) 


关系 . 
H zE, + 


1 
zm s}, TEC 
72 "253! ( (7 - mz — 2) 


myn 


是 它 对 应 的 Weierstrass ERE. 我 们 把 E{7, 2) Be r lE Laurent 展开 


i) ER focus poke? 


如 果 命 = Er y= EL (riz), WBA 
y = 42° - gor — ga, (a.1) 
其 中 g = 60G». ga = 140G3. Wl E Bas. 可 以 证 明 在 射影 于 面 中 由 
方程 (a.1) 所 定义 的 三 次 曲线 同 构 于 椭 加 曲线 CUL, EE L dedi d 
和 z 生成 的 C 上 的 格 . 椭圆 曲线 C/L BEAR HA, do A I 
式 不 为 0. 由 于 d - 279] 与 多 项 式 4r3 - gor -gs 的 判别 式 只 相差 
一 个 常数 因子 ， 从 而 可 得 函数 
A = (27) (gi - 2792) £0. 
利用 已 知 的 值 5(3) 和 (6) 可 知 
mlio) = $a", gal ioo) = Ša". 
进而 有 A(ioc) = 0, B) A 是 一 个 权 为 12 的 尖 点 形式 . 
由 于 DO) 只 有 一 个 尖 点 的 oo, 所 以 我 们 有 
Mog(P(1)) = CG + Cap (T(1)). (a.2) 
为 了 了 解 模 形 式 空间 更 精密 的 结构 ， 我 们 引入 一 个 公式 . 
Tifdh5 ENA ODISSE, pd 5 中 一 点 ， 我 们 用 


wp{f) ER f YE p 处 的 阶 ， 即 是 使 f(z)(z 一 p)-? 在 p hea Bo 
为 0 的 整数 n. 
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对 一 个 权 为 2k 的 ( 亚 纯 ) RER f, 关系 式 


fle) = (ce + ayy (EH) 


X8], yera) 时 ， vpl) = v4) (Ff), 即 vp(f) 只 依赖 于 p 在 
H/T) 中 的 像 ， 此 外 我 们 定义 volf) 为 f E iœ 的 Fourier 展开 
式 中 第 一 个 不 为 0 的 项 的 次 数 ， 关于 vp(f) 有 下 面 公 式 : 

定理 1 设 & TO) HRA 2k 的 模 形式 ， 则 


1 1 k 
vol + gu) + av) So w(f= i. (a3) 
pEn/G 
pHi,p 
HPis y=], p= e2"i/6. 


首先 , 由 于 了 在 RU) 的 基本 区 域 只 有 有 限 多 个 零点 和 极点 , N 
He, (a3) 式 是 有 意义 的 , 简单 地 讲 , 定理 的 证 明 可 以 通过 对 i Y 
在 基本 区 域 的 边界 上 积分 并 结合 残 数 定理 得 到 ， 由 于 f 在 基本 区 
域 的 边界 上 可 能 会 有 极点 或 零点 ， 所 以 积分 路 径 C 需要 接 图 4 处 


4 E 
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理 一 下 ， 利 用 弧 EA, BB’, CC' 和 DD 将 oo, -p, i 和 p 排除 在 
外 ,如 果 在 基本 区 域 的 边界 上 还 有 极点 或 零点 和, A 则 可 以 将 围 道 
在 入 和 入 二 1, 入 和 一 1/X' 临近 处 稍 加 变化 (如 图 所 示 , 绕 入 +1 的 
贺 弧 是 用 绕 和 DO EBB, £6 -1/X 的 圆 弧 是 用 绕 X BO DE 
反 转 得 到 ); 如 果 f 在 边界 上 有 多 个 零点 或 极点 ， 可 类 似 地 处 理 . 
这 样 我 们 可 以 要 求 围 道内 部 包含 了 除 oo, i 和 pp 以 外 上 的 所 有 零点 
和 极点 的 代表 元 ， 其 中 也 没有 互相 等 价 的 ， 利 用 残 数 定理 可 得 
— [= E wt. 


271i 
£ f pEN/G 
pHi,p 


1 f^df | 
aif, F= -oh 


HAM BB' 的 半径 趋 于 0 时 ， 
1 Paf 1 
27i B F ~ 6 P 


当 圆 弧 DD! 的 半径 趋 于 0 时 ， 


1 [P df 1 
mi, =) 
当 圆 弧 CC! 的 半径 趋 于 0 时 ， 
1 f° df 1 
7 - oni c F = gulf). 
在 B'C 与 CD 上 的 积分 之 和 趋 于 k/12, 而 在 其 余 边界 上 的 积分 正 
好 抵消 为 0. 综合 上 面 讨 论 即 得 (a.3) 式 . 
利用 定理 1 和 (a.2) 式 ， 我 们 可 以 很 容易 地 推出 下 面 的 定理 . 
定理 2 对 全 模 群 上 的 模 形式 ， 我 们 有 下 面 结论 : 
(1) Mo(T(1)) = C; 
(2) 车 上 < 0 或 天 = 1， My(I'(1)) = 0; 


此 外 ， 
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(3) 8 k= 2,3,4,5,7, Mox(P()) = CGe: 
0, k<6 或 大 = 了: 
(4) C (PQ) = 4 CA. k =6: 
AM oy 12 (1)), k T. 
作为 定理 的 推论 ， 我 们 有 
推论 1 全 模 群 上 模 形 式 空 间 的 维 数 为 


H ; XS kzl (mod6) 
dim Ma(P(0)) = " 
d +1, Xx kz£l (mod6). 


推论 2 全 模 群 上 权 2k(k > 1) 的 模 形式 均 可 以 写成 
-Ga(z)?Gs(z), 2a+3b=k 
PRA BRYHR RMS FEL, KS 
{G2(z)°G3(z)° : a,b € Z, 2a + 3b = ka > 0,0 > OF 


构成 了 空间 M2k( 了 (1)) 的 一 组 基 . 
注 可 以 证 明 Go 和 Gy 是 代数 无 关 的 .如 果 我 们 将 诸 空 间 
My 直 和 ， 则 可 得 到 一 个 分 次 代数 


M= a Mok. 
k=0 


一 个 将 X BRA Go, Y BRA Gs RRS e: CIX, Y] — M 建立 了 
多 项 式 代数 CX, Y] 与 分 次 代数 M 之 间 的 同 构 . 
KT AK A, 可 以 证 明 它 有 下 面 形式 的 Euler 积 : 


A(z) 2q Illa = g")24, q = etis 


n=l 


证 明 这 个 等 式 的 方法 很 多 ， 其 中 的 一 个 想法 是 证 明 函 数 
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Fi)-«]lü-40*, g= e" 
n=l 
是 一 个 权 为 12 的 尖 点 形式 . 这样 由 于 C12(T(1)) 的 维 数 是 1, F 
BFS 4 只 能 相差 一 个 常数 ， 从 而 通过 比较 首 项 Fourier 系数 即 
得 (细节 可 参阅 参考 文献 [26] 等 有 关 文 献 ). 如 果 我 们 用 r(z) 表示 
A(z) 的 第 nn 项 Fourier 系数 ， 则 有 


X 


A(z) = >》 ring =q 


n=l n 


2miz 


(1 - q")?*, q=e 


em 


l 


HAE ni r(n) RA Ramanujan 8. Ramanujan 首先 对 它 进行 
了 研究 ， 并 提出 了 下 列 一 些 猜想 : 

(I) # nm A, A r(nm) 2 r(n)r(m); 

QI) 设 p 为 素数 ，n>1, 则 


ntl) 


T(p^* ) = r(p)r(p") — pli r(p"7!); 


(III) 对 任意 素数 p, |r(p)| < 2p172. 
猜想 (I) 和 (II) 是 由 Mordell 首先 证 明 的 ， 如 果 从 模 形式 的 
观点 来 看 ， 猜 想 (D, (I) 不 过 是 说 A 是 所 有 Hecke 算 子 的 特征 函 
X, 或 它 对 应 的 函数 有 Euler 积 ， 由 于 C1i2(T(1)) 的 维 数 是 1, 故 
它们 都 是 十 分 自然 的 ， 关 于 猜想 (ITD), 以 后 又 由 Petersson 推广 成 
Ramanujan-Petersson 猜想 ， 1974 年 被 Deligne 证 明 ( 见 正文 中 的 
定理 6). 关于 Ramanujan 图 数 还 有 许多 有 趣 的 算术 性 质 ， 在 这 里 
就 不 一 一 叙述 了 ， 有 兴趣 的 读者 可 参阅 有 关 文 献 . 
在 本 节 的 最 后 ， 我 们 引 人 一 个 模 不 变量 函数 J. 
_ 1728(2x)!?g2(z)3 
A(z) 


它 在 函数 论 中 扮演 了 十 分 重要 的 角色 . 利用 它 我 们 可 以 在 复 平面 


J(z) 2 € f$. 


”和 全 模 群 的 基本 区 域 之 间 建 立 辣 构 . 
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命题 ] 由 J(z) 决定 的 映射 
J:9/PA) — C, 


zr > J(z) 


是 一 一 对 应 的 . 

此 外 ， 我 们 还 有 

命题 2 [R5 BO EAGAE, RUF P OUR CAE A 

(1) f & PO) 的 模 函 数 ( 即 权 为 0 的 亚 纯 模 形 式 ); 

(2) 三 是 两 个 权 相 同 的 1) 的 模 形 式 之 商 ; 

(3) f 是 J 645 X HK. 

ik (1) 命题 1 表明 J 定义 了 5/T(1) (5/F(1) 的 紧 致 化 ) 到 
Riemann 球面 S? = CU{oo} 上 的 同 构 ， 而 命题 2 则 是 一 个 熟知 的 
事实 ， 即 扩充 复 平 面 C 上 的 亚 纯 函数 均 为 有 理 函 数 . 

(2) J(z) 的 定义 式 中 的 系数 的 引进 是 为 了 使 在 oc 处 的 残 数 
等 于 1, 确切 地 说 ， 即 


1 waa Dub 
J()- --T74 c e(ng". ED qoe. 
q 


n=l 

AR cn) 也 有 许多 有 趣 的 算术 性 质 ， 有 兴趣 的 读者 可 参阅 有 关 文 
献 . 
2. 同 余子 群 上 的 模 形式 

Hr Ar 的 有 限 指数 为 v 的 子 群 ， 命 

Io ={TEr:T:z—>Tlz)=z+b,% 为 革 个 整数 }. 
W To 为 也 的 一 个 无 限 循环 子 群 ( 称 为 一 的 平移 子 群 )， 记 其 生 
成 元 为 变换 To :z — z+ q ( 称 为 极 小 变换 ). R = D VD RH 
DES D 的 右 陪 集 代表 元 集 ， 对 任意 自然 数 v, 称 级 数 

dulz)= $ exp (=) Jr(2)* 


TER 
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是 群 BALA 2k, 特征 为 v 的 Poincaré 级 数 , 其 中 
b 
Jp(z) = (cz + d^, T= C ) € SL (Z). 
c d 


类 似 于 习题 20, 我 们 可 以 证 明 ， 当 wv >0,k > 1 时 ， Poincaré 级 
数 如 (z) 在 与 的 任 一 个 紧 子 集 上 绝对 且 一 致 收敛 ， 进 而 pelz) 在 
人 的 每 一 个 基 域 上 绝对 且 一 致 收敛 ， 并 且 : 

(1) po(z) 在 所 有 有 限 抛物 项 点 处 是 零 ， 而 在 ico 处 是 1; 

(2) i v > 1, blz) 在 所 有 抛物 顶点 处 是 零 . 
从 而 pol) 是 本 的 一 个 权 为 2k 的 全 纯 模 形式 . 

从 上 面 也 可 看 出 ， 当 w > 1 时 ， Poincaré ZU $,(z) ERAÉ 
式 ， 关 于 Poincare 级 数 我 们 有 下 面 结 果 . 

定理 3 设 


Fle) =o anexp (FE) e cutn) 


n=1 


bu(z) AL HARA 2k, HAEA v Poincaré MH, v» 1. 则 我 
们 有 
(à = Í FORE- P dady 


= q" (2k — 2)! (4n)! Folka, 

HPD ARIK H/T, 内 积 (，) X Petersson 内 积 . 

由 此 我 们 立即 可 以 看 出 

定理 4 每 一 个 f(z) € Co. (I) X Poincaré 级 数 $v(z)(v > 1) 
的 线性 组 合 ， 换 自 话说 ， 空 间 CD) 可 由 Poincaré AR ER. 

定理 3 的 证 明 只 需要 基本 的 分 析 工 具 ， 读者 可 参阅 参考 文献 
[9]. 用 类 似 的 方法 可 以 证 明 

命题 2 5v21H, (5,5) =0. 

利用 Poincaré 级 数 在 尖 点 处 的 性 质 可 得 

定理 5 模 形 式 空间 My (LP) 中 类 点 形式 子 空 间 Olr) 关于 
Petersson 内 积 的 正 交 补 子 空间 由 solz) ER, HP sit DP t6) 
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不 等 价 炎 点 . 这 里 bo(z) 如 下 定义 : dE S € D(1) 使 得 S(s) = ioo, 
a plz) 是 群 SPS-1 的 特征 — 0 9 Poincaré AH, CA ioo 的 
值 为 1, 而 在 其 余兴 点 处 的 值 为 0. 定义 bsol) = OF (Sz). 

定理 中 的 这 些 6,0 我 们 均 称 为 Eisenstein MR, 它们 生成 的 
这 个 空间 称 为 Bisenstein 空 间 . 下 面 我 们 就 T 是 主 同 余子 群 的 情 
形 来 研究 这 些 Eisenstein 级 数 . 

主 同 余子 群 P(N) 中 的 平移 子 群 是 由 

1 rN 
, i ) r=0,+1,42,---, 

诱导 的 线性 变换 组 成 的 ， D(N) 模 其 平移 子 群 的 陪 集 代表 元 可 由 
P(N) 中 对 应 于 满足 (od) = 1 fle =0,d=1 (mod N) 的 数 对 


T= ( ) 
€ d 


充当 0094-128, TS d20. 这 是 由 于 当 且 仅 当 N = 1,2 时 ， 
tIec T(N)) 于 是 P(N) 的 权 2k > 1 和 特征 w= 0 的 Poincaré 级 
数 
go(z) = D (cz + d) ?* 
(c,d)=(0,1)(mod N) 
gcd(c,d)—1 

是 群 P(N) 的 权 为 2k 的 (全 纯 ) 模 形 式 ， 它 在 ioo 处 的 值 为 1, 而 
在 所 有 其 他 的 (抛物 ) 尖 点 处 的 值 是 0. 

设 s 为 一 个 有 限 抛物 顶点 ， 而 Scr) 是 使 得 S(s) = iw 的 
变换 ， 则 do(z) 的 S-1 变换 


polz) = Js(z)*do(Sz) 


是 SCT(N)S = F(N) 的 权 为 2k 的 (全 纯 ) 模 形 式 ， 它 在 s 处 取 
值 1, 而 在 其 他 抛物 顶点 取 值 零 . 
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BEN) 模 其 平移 子 群 的 右 陪 集 代表 元 集 为 R. pil) 的 级 数 
展开 为 : 


ple) = Js(z)*do(Sz) = Js(z Y Jr(Sz)* 


TER 


则 
ST! = ( 1 2). S-!(ioo) = -人 
—p I p 
WA 每 个 满足 gcd(c,d) = 1 fl c = p, d = q (mod N) 的 数 对 
0), FUB —^ RS 中 的 变换 以 (c,d) 为 第 二 行 ， 于 是 我 们 有 
plz) = (cz + d) ?* 


(c,d)=(p,q)(mod N) 
gcd(c,d)z1 


XE X. P(N) 的 权 2k (Co 1) 的 狭义 Eisenstein 级 数 为 级 数 
Gi (2; p,q; N) = (cz d). 
(c.d)z(p,q)(mod N) 


gcd(c,d)=1 


由 前 面 讨论 可 知 Gx (2; p,q; N) 是 群 T(N) 的 权 为 大 的 (全 纯 ) 异形 
式 ， 它 在 尖 点 -gq/p 处 的 值 为 1, 在 其 他 尖 点 的 值 为 0. 易 见 当 


(p.q) = (p',q') (mod N) 
或 
(p,q) = (-p',-q') (mod N) 


Gilzip qi N) = Gr(z; p q'; N). 
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把 上 面 的 定义 推广 一 些 ， 我 们 定义 D(N) 的 权 2k 的 广义 

Eisenstein 级 数 为 级 数 
Gk(z: p,q, N) = 5 (ez + d) ?*. 
(c,d)=(p.g)(mod N) 
由 上 节 定 理 1 知 ， 当 大 > 1 时 ， 上 述 级 数 在 与 的 任 一 紧 子 集 上 绝 
HH- ATA k> 1 时 ， Gi pq N) 5 上 的 一 个 全 
纯 函 数 . 容易 证 明 ， 如 果 gcd(p,q, N) =r, W 
Girlz;p,g; N) = r*G (s d 人 z) . 

由 此 看 出 ， 以 后 我 们 总 不 妨 假定 ged(p,q, N) = 1. 

当 上 > 1 时， 容易 证 明 

Gy(zip.qi N) 


q oo 


= X XO n | Giliap aqi N). 


acl n=1 
gcd (c,d)z1 \na=1(mod N) 


HERI, Gelip gi N) 是 P(N) 的 权 为 2k 的 (全 纯 ) 模 形式 . 
Ez, BE 
GE(z; p,qi N) 


= X > u(n)n^* | Gi(z;ap,ag; N), 
gcd(a.q)-1 nazi(mod N) 
JP pp A Möbius 函数 . 因此 广义 Eisenstein 级 数 与 狭义 Eisenstein 
级 数 生成 的 空间 是 一 样 的 ， 另 一 方面 ， 从 狭义 Eisenstein 级 数 在 尖 
点 处 的 性 质 及 命题 2 可 以 看 出 ， Fisenstein 空间 是 由 这 些 级 数 生 
成 的 ， 下面 我 们 来 研究 它们 的 Fourier 系数 . 
对 余 切 函数 的 分 式 展 开 : 


. 1 
Tcot(z) = lim ， 
m-oc nam Z+n 


m 
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逐 项 微分 可 得 
dr! e. = 1 
Eo) = (“Wr D! 3, ceu 
另 一 方面 ， 当 Imz > 0 时 我 们 有 
2niz 
7 cot(mz) = Mini e 
一 —in( (1 + e?riz) (X em) 
n=0 
= (=m) ( + iem) 
n=l 
从 而 推出 
3 1 VC 1 emine, 
Lor 
r>1, Imz> 0. 
由 此 我 们 可 得 
定理 6 4 


0, X pZ#0 (mod N), 


A= $5 7, £pz0 (modN), 
n=q(mod N) 
n#0 


Tmin pa) = — M. — dmgiriduN, 
din 
n/dzp(mod N) 


则 当天 > 1 时， 有 


1)F¥(Q7)?* > 
Gk(2;p,q; N)= A ape cg Dra 1(n; p,q) 


十 O2k-1 (1; =p, -q)etrins/N. 
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作为 定理 的 一 个 推论 ， 我 们 有 : Dk 1 时 ， 


k © 
Gig(z) = 2Ç(2k) + “Gea > > ropa en: 


其 中 C(s) 为 Riemann zeta HM, o,(n) = od” 是 除数 函数 . 


din 


3. Theta 级 数 


前 两 节 我 们 借助 Poincaré 级 数 和 Eisenstein 级 数 给 出 了 模 形 
式 的 具体 例子 . 在 这 一 节 中 ， 我 们 将 介绍 一 个 新 的 构造 方法 ， 即 利 
用 Theta 级 数 构造 模 形 式 . 

首先 我 们 来 考虑 一 个 算术 问题 : 设 4 = (a4) 是 一 个 > 阶 正定 
对 称 方 阵 ， 且 AAW, BD 2lai; A agli Zj) 是 整数 ， 这 样 当 


(这 里 ‘x 表示 和 矩阵 zx 的 转 置 ) 为 整 向 量 时 ， 
Q(z) = ; trAr = 5 2 i jfi 
i j= 


是 整数 ， 这 样 的 二 次 型 Q(z) 是 一 个 整 的 正定 二 次 型 . 给 出 一 个 整 
Kon, 我们 记 Diophantine 方程 n = Q(x) 的 整数 解 的 个 数 为 ro(n). 
A roln) 是 数论 的 一 个 经 典 问 题 ， 结 合 二 次 型 Q 定义 


= yerum (Im z » 0), 
M 


这 里 M = "(musco um") 跑 记 所 有 的 整 向 量 ， 我 们 称 之 为 二 次 型 Q 
所 决定 的 theta 级 数 . 显然 


A(z, Q) = 和 oo e?rinz 


n=0 


于 是 求 re(n) 的 问题 就 转化 求 theta 函数 0(2, Q) 的 Fourier RH. 
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由 于 和 矩阵 4 是 正定 的 , 故 4 的 最 小 特征 值 c > 0. 从 而 我 们 有 
tr4z > ctrr, 于 是 


(z,Q)| (X 5 e` 2rcyn ) ; y = Imz > 0. 


n=- 


从 而 它 在 上 半 平 面 5 是 解析 的 . 此外， 显然 有 
0(z +1,Q) = 0(z,0Q). 
为 了 让 问题 限制 在 整 权 模 形式 的 范围 里 , 今后 我 们 约定 7 = 2k 


一 个 偶数 
HERE 4 的 行列 起 D 称 为 二 次 型 0 的 行列 式 。 
A=(-1)*D 
KA Q 的 判别 式 . 由 于 A 是 整 对 称 的 正定 矩阵 ， 所 以 它 的 伴随 对 
阵 DA 也 是 一 个 整 对 称 的 正定 矩阵 ， 于 是 我 们 可 以 找到 一 个 最 
小 的 正 整数 N, 使 得 N4-1 = A 是 一 个 整 矩 阵 ， 数 N 称 为 二 次 
型 Q B (level). 对 应 的 二 次 型 
Q'(r)- - '"ENAC Ix 

MOS Q 的 伴随 二 次 型 ， 显 然 NID, 并 且 Qt 是 本 原 的 ， 即 不 存在 
FEEN o> 1, 使 得 ~-Q*/v 是 一 个 整形 式 ， 换 句 话说， Lal 
at, 的 最 大 公 因 子 是 1，Q@* 的 伴随 二 次 型 Q 对 应 的 矩阵 


- N* 1 
A** 二 N* At 1 —its -2 
was 3^ 


其 中 8 = ged( josao) BRI, Q 是 本 原 的 ， 则 N = N, BD 

Q 与 其 伴随 二 次 型 9* 有 相同 的 级 ， 并 且 Q" =Q. 一 般 而 言 
N*|N, D' = ND-!, 

于 是 DIN. 总 结 上 面 的 讨论 ， 我 们 有 如 下 结果 
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$83 二 次 型 8 的 行列 式 刀 和 级 N 满足 关系 N|D|N*. 
因此 NN de D da lp X ET. ub SAN 一 定时 ， 在 所 有 2k 个 
变数 的 二 次 型 中 ， 对 应 的 判别 式 A 的 值 只 有 有 限 多 种 可 能 . 
本 节 的 基本 结果 是 0(2,Q) € M(N, k,e), 其 中 
| (=) ， € n» 0, 
(n) = 
(-1)*e(-n), #n<0, 
式 中 (—) 是 Jacobi 符号 . 
对 rez" 
6(z,r,Q)-— 》 exp(2rizQ(M +2)). 
M 


利用 Poisson 求 和 公式 可 得 
定理 7 (Jacobi 反 转 公式 ) 


1 7i 
r, Q) = = — ATIM] 42 i'am). 
O(z,2,Q) Cis deri 3 ep (t [M] + 2ri ‘zx 
特别 地 我 们 有 


1 1  ， 
Mz,0) cat Ni? ) | 


由 此 出 发 , 我 们 可 以 证 明 9(z,@) 是 一 个 模 形式 . GRR ro(n) 
的 问题 就 化 为 讨论 模 形式 9(z, Q) 的 Fourier 系数 . 这 同时 也 给 了 
我 们 一 种 构造 模 形 式 的 方法 . 

现在 把 上 面 这 种 利用 二 次 型 构造 theta 级 数 的 方法 一 般 化 , 我 
们 用 球 函数 来 重新 定义 theta 级 数 . 设 4 是 一 个 + 阶 正定 实 对 称 
矩阵 ， 利 用 线性 变换 y = Bo, 我 们 可 以 把 二 次 型 tear 对 角 化 


Divi = 4z= 'y (BO) AB y, 
i=l 


B: I- (BO )AB-! m A= :BB (B 是 一 个 实 和 矩阵 )， 


258 数论 及 其 应 用 


定义 关于 二 次 型 @ = 'z4z 的 球 函 数 是 一 个 7 元 函数 f(x), 


它 满足 方程 
T a f 2 


-0 
i=l Oy; 


换 句 话说 ， 它 满足 方程 
Of Ory Orn _ 


2. ÓrjOz, Oyi yi (007 


4 47 -(aj), WA! = BB. 于 是 f(z) 是 关于 二 次 型 @ 
的 球 函 数 的 充分 必要 条 件 是 

0f /— 
È i Hu 


我 们 对 7 元 实 函 数 定义 一 个 内 积 


Goa = f f(z)g(z)dz, dz， z = (z1, £) E R”. 
trAg< 
(a.4) 

关于 球 函 数 我 们 有 下 面 结论 : 

定理 8 设 f(t) 是 一 个 复 系数 的 + 元 vv 阶 齐 次 多 项 式 ， FH 
三 个 条 件 等 价 : 

(1) f(z) 是 一 个 关于 tz4z HR EK, 

(2) f(z) 同 任何 次 数 小 于 vw 的 齐 次 多 项 式 的 内 积 为 0: 

(3) f(z) & —& (EAL) 形式 的 函数 的 线性 组 合 , 其 中 EC” 
E t€AE =0. 

现在 我 们 可 以 把 定理 7 推广 至 下 式 ， 


0(5 Q, P) = 5  P(M)eiriQun:. 
M 
其 中 PG) 是 关于 二 次 型 8(z) 的 v 阶 球 函 数 ， 以 后 我 们 总 假定 Q 


d — 2k 个 变量 的 整 的 正定 的 二 次 型 . P(x) 是 关于 二 次 型 Q(z) 
的 o TERK Z. 
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定理 9(Schoeneberg) i P(x) 是 关于 Q(x) 69 v MR HH, 
P*(r)- P(A ix) 是 它 的 伴随 函数 (二 次 型 Qt (x) 693 BH). DY 


5 P(M + 2) exp(27iQ(M + x)z) 
M , 


= -= 》 P'(M)exp (-= ‘MATT M 十 27i D . 
zv z 
M 


JB 
0 一 1 DU 
4 Ay = ( . ) 6(2:Q, P) = 》 P(M) exp(2niQ(M)). 
UN 0 M 
推论 3 ANA 
ik N (Ate) /2 
8(2:Q, P) = ——-0(2;Q*, P*) [pa Hy. 


VD 
推论 4 对 一 个 满足 Ah = O(mod N) HEEE h 定义 


Q Ph)-N-" VM Pn) exp ( FERE) 


n=h(mod N) 


6(z;Q, P, h) 


i* 2mi ‘gAh 
= VD 5 exp (m) 6(2; Q, P, g) y, Hj. 
g(mod N) 


Ag=0(mod N) 
很 容易 验证 


6(z + 5; Q, P. h) = exp ( 


M) 0(z; Q, P, h). 

结合 上 面 的 讨论 可 以 看 出 由 theta 函数 9(z; Q, P, h) 生成 的 向 量 空 
间 在 全 模 群 的 作用 下 是 不 变 的 . 此 外 ， 这 些 级 数 显然 在 oo 处 全 纯 ， 
并 且 当 v > 0 Bf, 它们 在 oo 处 的 值 为 0. 下 面 这 个 定理 告诉 我 们 这 
些 theta 函数 在 P(N) 作用 下 不 变 . 于 是 我 们 就 可 以 断言 这 些 theta 
级 数 是 级 为 N 的 模 形式 G5 v» 1 时 ， 它 们 是 尖 点 形式 ) 
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定理 10(Schoenberg) 我 们 有 
b oni 
Q P. has (© 4) = exp (RH) snot Q, Pah), 
C 


a 


OY er 
2) (N), 


Pe 是 一 个 模 为 N 的 实 特征 标 ， 且 满足 c(-1) = (-1)*. d 
9, 35 y € DP(N) 时 ， 


9(2:; Q, P, h)|e ey = (2: Q, Ph). 


让 我 们 回 到 本 节 开 始 的 问题 上 , 为 简单 起 见 , 我 们 只 就 N = 1 
的 情况 来 讨论 ， 此 时 


A(z +1,Q) = 0(z,Q), 9(9)- (:)' (ze) 


1 


现在 我 们 还 假定 4k, 于 是 9(z; @) 是 一 个 关于 全 模 群 的 权 为 k 的 模 
形式 ， 此 时 利用 第 一 节 讨 论 的 全 模 群 上 模 形式 空间 的 结构 可 得 

1 

0(2;Q) = tag oe + g(z). 
其 中 g(z) 是 一 个 尖 点 形式 .于 是 利用 Eisenstein 级 数 的 Fourier 系 
数 及 Ramanujan-Petersson 猜想 可 以 推出 
(27)* 

Te 
从 而 我 们 就 得 到 了 一 个 ro(n) 的 渐 近 公式 .特别 地 ， 当 大 = 4 时 ， 
由 于 dim M{T(1),4) = 1, 所 以 


ro(n) = + O(nk/?), 


0(2;Q) = POTE =1+ 2403 ^ 83 (1) exp(2sinz). 


n=l 


FRM n> 工时， ro(n)-240,(n). 这 样 的 二 次 型 的 一 个 例子 是 


9 


8 8 2 
1 1 
Q(x) = 5 > - r? + 3 ( J a) — Pj — Tete. 


i=] 
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对 一 般 的 级 为 N 的 > 元 二 次 型 ,我 们 可 以 类 似 地 讨论 ，theta 
级 数理 论 是 数学 的 一 个 重要 分 支 ， 有 关 它 的 系统 介绍 可 以 参见 参 
考 文献 [37] 和 [38]. 对 Schoenberg 结果 的 更 多 的 讨论 可 以 参见 参 
考 文献 [39] 和 [18]. 至 于 二 次 型 的 表示 问题 的 历史 背景 可 参见 参考 
文献 [36], 它 的 更 一 般 的 形式 的 研究 可 参见 参考 文献 (1]. 


附加 参考 文献 


[36] E. Grosswald, Representein of Integers as Sums of Squares, Springer- 

Verlag, New York, 1985. 

[37] J.-I. Igusa, Theta Functions, Springer- Verlag, New York, 1974. 

[38] D. Mumford, Tata Lectures on Theta, I, I, IH, Birkhauser, Boston, 

1983. 

[39] B. Schoenberg, Elliptic Modular Functions, Springer-Verlag, New 
York, 1974. 


SAR 自 守 形式 和 自 守 表示 


在 这 一 章 ， 我 们 将 介绍 阿 代 尔 群 上 的 自 守 形式 和 自 守 表示 理 
论 的 基础 知识 ， 这 些 是 经 典 模 形 式 理论 的 推广 . 


§1 自 守 形式 


在 第 七 章 ， 我 们 研究 了 定义 在 Poincaré LEM 5 上 的 模 形 
式 理论 . 在 这 一 节 里 ， 我 们 将 把 这 些 模 形 式 作为 GLi(Aq) 上 的 自 
守 形 式 来 重新 描述 ， 进 而 把 模 形 式 的 概念 推广 为 整体 域 上 的 自 守 
形式 . 

在 这 一 章 中 ， 我 们 将 用 到 Lie 群 ，Lie 代数 及 其 表示 论 的 一 些 
AA, 不 熟悉 这 方面 内 容 的 读者 可 以 参阅 有 关 书 籍 , 例如 参考 文献 
[18], [31], [35] 和 [38]. 

设 GL2(R) Æ GL;(R) 中 具有 正 行列 式 值 的 2 x 2 实 矩 阵 全 体 
构成 的 群 ， 同 SL2(Z) 类 似 ， 它 能 以 线性 变换 的 方式 作用 在 5 E, 
赋予 GL2(R) 以 通常 的 Lie 群 结构 ， 则 GLO(R) 是 它 的 一 个 连通 分 
X. 我 们 又 用 Z 表示 GL 的 中 心 ， 于 是 

a 0 
2(R) = "n ) € 2 =R”. 


a 


0 
今后 ， 在 不 致 引 起 混乱 时 ， 我 们 将 把 ( ) 简 记 为 a 
a 
习题 1 (1) 证 明 GLO(R) Æ 9 上 的 作用 是 可 迁 的 ， 即 对 H 上 任意 
两 个 元 21 和 22, 存在 Ye GLS(RJ), 使 得 z1 = yz. 
(2) 证 明 i 在 GL3(R) 中 的 稳定 子 群 ， 即将 i 映 为 i 的 线性 变换 群 ， 
是 Z(R)SO2(R). 
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对 GL2(R) 中 任意 元 素 Jæ, 存在 TY,Z € R, y.z 2 0, 以 及 
cos0 sin@ 
r(g) = ( ) € SO,(R), 


—sin@ cosé 


使 得 go. 可 唯一 地 写 为 


sci jue. 


XX FE, FF gx BRA gl) = zc iy 的 映射 导出 了 同化 (identification): 
GL}(R)/Z(R)SO2(R) « 5. 
任 给 一 个 GL2(R) 上 的 函数 


(goo) = 4 (: » |) "(0)) 


1 
-0((} MIEJ goo € GL) (R). 


它 定义 出 与 上 的 一 个 函数 / 


feci) =a We (CC jJ 


习题 2 WEH o E SLZ) 左 作用 下 不 变 的 充分 必要 条 件 是 ; 
F(T) = fley(7) = (er + d)^* f(47), 
a b 
v= ( ) esum. TES. 
c d 
这 样 ， 我 们 看 到 一 个 全 模 群 上 权 k 的 模 形式 S 可 以 化 为 一 个 


Glo(R) 上 的 函数 o, 它 满足 条 件 ， 对 任意 的 y € SL2(Z), z > 0, 
r(8) € SO2(R) 和 go € GLIR), 有 


ggoor(g)z) = Alga)? (1.1) 
当然 ， 少 还 应 该 具有 其 他 一 些 好 的 性 质 . 
对 Q 的 每 个 有 限 位 p, 以 Z, 表示 p-adic 数 域 Q, 的 整数 环 . 
FR GL(Z,) 是 GL(Q,) 的 紧 开 子 群 ， 定 义 阿 代 尔 群 GLs(4a) 
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是 {GL2(Q,)} 关于 (GL;(2,)) 的 限制 直 积 ， 显 然 GL2(Q) 可 以 对 
fib EA | GLa) 中 .以 后 为 方便 起 见 ， 我 们 仍 用 GL2(Q) 来 
don HESS. $ 


N = GLS(R) [[G12(2,). 


ETE GL((Aq) H-A ATE. AAH SL; 的 强逼 近 定 理 可 得 
GLs(4a) = GL2(Q)2. 
GL2(Q) 1) 2 = SL2(Z). 


于 是 ,一 个 满足 (1.1) 式 的 GL2(R) 上 的 函数 g 可 以 扩张 为 GLz(4a) 
上 的 函数 F, CE [[GL2(Z,) 的 右 作 用 下 不 变 ， 在 GLQ) HA 


p 
作用 下 也 不 变 ， 即 ， 对 任意 的 Ye GL2(Q), g € GLa(Aq), z > 0, 
?(0) € SO2(R) fll 8 € [] GL2(Z,), 有 
p 
F(ygr(8)8) = F(g)e*?. (1.2) 


又 由 于 GL;(Aq) 的 中 心 为 


a 0 
zaa =i (i .) € GLi(Aq)) 


= Iq = Q*Rso [[%, 
p 


其 中 Roo 是 正 实数 集 ， 所 以 公式 (L2) 对 所 有 的 z e Ig 也 成 立 . 
我 们 用 GLz(48) 表示 GLz(Aq) 的 一 个 子 群 ， 它 是 由 那些 在 
Archimedes 位 处 平凡 的 元 素 组 成 的 ， 故 


KI = |] GL.(Z,) 
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是 它 的 标准 最 大 紧 子 群 。 对 任意 自然 数 N, K 包含 有 间 余 子 群 
KiS (S |) extima 的 有 限 位 


ord,c > ord} 
习题 3 证 明 同 余 子 群 Kj(N) X T K! 的 阶 是 有 限 的 ， 且 
GL2(Q) NN GL£(R)KZ(N) = Po(N). 


我 们 已 经 知道 , 一 个 Dirichlet 特征 标 x 可 以 提升 为 Te/Qx 的 
伊 代 尔 类 特征 标 ， 为 方便 起 见 ， 两 者 均 以 x 来 表示 . 这 样 ， 一 个 权 
k, 水平 N, 特征 标 为 x 的 模 形 式 f 可 以 化 为 一 个 满足 关系 


F(y97(0)z8) = x(z)x(d)F(g) exp(iké), 
且 有 好 的 解析 性 质 的 GLz(4Q) 上 的 函数 F, 其 中 y € GLQ), 
g € GLi(Aq). z € Z(Aq), r(6) € SO2(R) ,以 及 


_ [4a b KLIN 
a=(* ne a (N). 


这 就 导出 了 下 述 关于 阿 代 尔 群 GLo(Aq) 上 自 守 形式 的 概念 : 

设 习 是 伊 代 尔 群 JQ/Q” 的 伊 代 尔 类 特征 标 ， 已 是 GLo(4Q) 
ELS RGR, RE 满足 ， 

(1) 对 任意 的 YE GL2(Q), g € GL2(Aq) fe zc Z(Aq) = Iq 
有 

F(ygz) = n(z)F(g). 

(2) F E K(- O;(R)K/) ARG, £d PRK PERS 
变换 后 所 得 函数 生成 的 空间 是 有 限 维 的 ; 

GE 该 条 件 指出 ， 对 几乎 所 有 的 p, F 关于 GLz(Z,) HATE 
用 是 不 变 的 ， 从 而 存在 正 整 数 N, 使 得 


: 
KI(N) = | ( 1 € K/ ;对 Q 的 有 限 位 
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ord, (a — 1) > ord, V, ordpb > ord, N , 
ord,c > ord, N, ord, (d — 1) > ord N 


E F EWE AL. 此外， OR) 对 F 的 右 变换 产生 了 
一 个 OR) 的 有 限 维 表示 . ) 

(3) F 满足 一 些 解析 条 件 . 
MARMA F A GLa(4Q) 上 特征 标 为 7 的 自 守 形式 . 

现在 我 们 来 解释 一 下 (3) 中 的 解析 条 件 是 什么 . 首先 我 们 知道 
经 典 的 模 形式 是 5 上 的 整 函 数 ， 那 么 这 一 条 件 对 GLz(4Q) 上 的 函 
数 如 何 体 现 呢 ? 我 们 将 借助 于 微分 算 子 ， Lie BE, Lie 代数 的 基本 
知识 告诉 我 们 : 


v6y ¥=( o) 
eS a) t i) 


生成 了 GL;(R) 的 Lie 代数 gG(R), #8, X,Y,Z 生成 了 SL2(R) 
的 Lie 代数 s (R); X 和 U 生成 了 SL2(R) 的 Borel FE 


B={(7 .) estam} 


的 Lie fü; X — Y 生成 了 SOR) 的 Lie 代数 ， Z 生成 了 中 心 

2(R) 的 Lie RÆ. 对 gh(R) PAE BIW, 我 们 可 以 定义 GL;(R) 
上 函数 空间 的 左 不 变 微分 算 子 ， 为 简单 起 见 ， 我 们 仍 以 原来 的 符号 
表示 

(Wf)s) = EFU), 9 € GLa(R), 

其 中 f 是 GLz(R) 上 的 函数 . 在 这 些微 分 算 子 中 ， 那些 在 左 变 换 和 
右 变换 下 都 不 变 的 微分 算 子 是 由 glo (RO) 的 通用 包 络 代数 (universal 
enveloping algebra) 的 中 心里 的 元 素 诱导 出 的 . 这 个 中 心 在 SL,(R) 
的 情形 是 由 Casimir 算 子 


l.. 
D= zU” ^XY +YX 
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生成 ; 在 GLo(R) 的 情况 该 中 心 则 由 D 和 Z 生成 . 
设 o 是 GL2(R) 上 满足 


é(gzr(0)) = plg)", g € GL2(R), z >0, r(8) € $02(R) 
HTK. AE 
(X — Y)ó = ike. 
又 因为 
U-XY-YX, 
:所 以 
(XY + Y X)o = (2XY - U)ó = 2X(X — ik)ó - U(). 


few) (p (Y SD 


HF X AU # Borel FH B 的 Lie 代数 中 ， 从 而 有 


0 
X6 =y, 


fir 


ð 
U¢ = wi. 


TE, Dd 对 应 了 
9? 9? ik ð 
2y? (Zs* s - T3 (f) = Af. 

算 子 A 是 一 个 椭圆 算 子 ， 它 是 Laplace-Beltrami 算 子 的 推广 . 当 
上 = 0 时 ， 它 就 是 通常 所 述 的 Laplace BF. HF RRA Laplace 
算 子 的 特征 值 为 0 的 特征 函数 ， 于 是 我 们 自然 地 把 “ 模 形 式 是 5 
上 的 整 函数 ”这 一 条 件 转化 为 “ 自 守 形式 均 为 Casimir 算 子 的 特征 
函数 或 者 是 这 些 特征 函数 的 线性 组 合 *， 注 意 到 ， Maass 形式 是 
Laplace 算 子 的 有 非 0 特征 值 的 特征 函数 ， 所 以 这 里 自 守 形 式 的 定 
义 同 时 包含 了 在 H 上 全 纯 的 模 形 式 和 在 S 上 实 解析 的 Maass 形 
式 . 
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经 典 模 形式 的 另 一 个 解析 性 质 是 在 尖 点 处 全 纯 . 在 第 七 章 我 
们 已 经 看 到 ， 这 个 条 件 可 以 用 另 数 的 增长 条 件 来 表达 . 在 这 里 ， 对 
一 个 Ghlo) 上 的 自 守 形式 F, 我 们 要 求 存在 非 负 常数 5, 使 得 当 
yC€R Hy--oc Hf, F WE 

G (( ‘ 1) o) = Oly), g € GLa (RK, (1.3) 
并 且 在 GL2(RJK 7 的 任意 紧 子 集 上 ， 上 述 的 增长 界 是 -一致 的 ， 需 
要 和 册 说 明 一 下 的 是 : A 


(1 
9710 1 


Wf, 3X —- VETE Y SE F TER doo 处 的 性 质 ， 而 随 着 9 在 KI 
中 的 变化 ， 我 们 可 以 得 到 已 在 其 他 尖 点 处 的 性 质 . 

习题 4 设 了 是 -个 经 典 模 形 式 . 由 前 面 的 讨论 可 知 ， 三 对 应 了 - 
个 GL2(Aq) 上 的 函数 F. 证 明 F 满足 增长 条 件 (1.3) 与 f 在 尖 点 处 全 纯 
是 一 致 的 . 

类 似 地 , IHRER K, Bn Æ Ik /K™ 的 拟 特征 标 . 定义 GLs(Ak) 
上 特征 标 为 y 的 自 守 形式 下 是 GL2(Ak) WPS, HEAP 
满足 : 

(I) 对 任意 的 YE GLo(K), g € GLi(Ak) de 2 € Ig = 2(Ak), 
有 F(ygz) = n(z)F(g): 

(2) & KA GL;(K,) 的 标准 最 大 紧 子 群 的 来 积 , RE vit K 
Hak, M FEKAR, 

(3') 已 满足 一 定 的 解析 条 件 . 

同 前 面 一 样 ， 这 些 解析 条 件 包 括 有 增长 条 件 ， 并 且 当 IC 是 数 
域 时 ， 在 每 个 Archimedes 位 v 处 ， 通 过 将 g € GL2(Ak) PRE v 外 
的 其 余 分 支 固 定 ， 由 F(g) 可 得 GLo(K,) 上 的 应 数 . 我 们 要 求 这 个 
KRFA Casimir 算 子 的 特征 函数 生成 的 有 限 维 向 量 空间 
中 ， 当 vw 是 实 位 时 ， Casimir HF D 同 前 面 所 述 的 一 样 ， 而 当 v 
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是 复位 时 ， 则 存在 两 个 Casimir 算 子 D' 和 D", 它们 位 于 GLY(C) 
的 Lie 代数 的 通用 包 络 代数 之 中 心里 . 

设 F Æ GL2(4k) 上 的 自 守 形 式 . 由 于 下 在 GL2(K) HATE 
用 下 不 变 ， 所 以 对 任意 的 ge GL2(Ax), 


F(G 19) 


是 K\Ak 上 的 连续 函数 . 因此， 像 经 典 模 形 式 一 样 我 们 可 以 给 出 
F W “Fourier 展开 ”. 给 定 Ak/K 的 一 个 非 平 凡 加 法 特征 v, 我们 
已 经 知道 Ak/K 的 所 有 非 平 凡 加 法 特征 均 可 写成 好 (te 天 <) 的 
ER. 对 ae 五 , 命 


l z La 
w=/ r 1s) V7" (z)dz, 


其 中 dz 是 Ay 上 使 得 Ak/K 的 体积 为 1 的 Haar 测度 ， 则 我 们 有 
下 面 形式 的 Fourier 展开 


1 
el 1) 2) = E meten T€ Ax. 
从 W WE LR FE 


te es 


左 作 用 下 不 变 可 知 : Soc K* 有 


Wala) =i (^ 1 )9) 和 和 Wola) = Wo ((° Ja) 


记 Wi 为 W, #REW 是 依赖 于 之 选择 的 ， 这 样 ， 上 面 那个 
Fourier 展开 就 可 以 改写 为 


(0 i)o) mo ef( Ya) inn, ve ty 


AEK* 
容易 验证 
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W (P Ya) = Y(z)W (9). 


我 们 称 这 个 函数 W OS F RTF v ff Whittaker 函数 . 下 面 我 们 概 
述 一 下 它 的 性 质 . BR, W dt K 有 限 的 . 由 于 在 左边 模 去 一 个 
幕 各 元 后 ， 我 们 总 可 以 把 GLz(4r) 中 的 元 素 9 写作 


(t ) kz 

0 1 

的 形式 ， 其 中 y ele, keK,ze Z(Ak). 这样 ,在 有 限 位 w kb, 如 
E F EK. =GL(O,) 的 右 作用 下 不 变 ， 那 么 对 任意 的 te O, 有 


W a 0 -w a 0 l t 
(© 1)9) = (C JG 3) 
a 0 y O 1 t 
(CC 9) ye 
0 1/N0 1/N0 17 °° 
B l ayt a 0 
-w (C SIE 12) 
"m a 0 
= Hey ( )*) 
由 于 v. 的 阶 是 使 u.s dE bz” 上 平凡 的 最 大 整数 n, 于 是 ， 从 
w( a 9 0 
@ i) 4) # 
可 以 推出 orduag > —ordyv,. 特别 地 ， 当 K = Q 时 ， 我 们 可 取 Y 


是 Aq/Q 的 标准 加 法 特征 标 ， 即 在 所 有 有 限 位 v 处 ， y 的 阶 均 
为 0. 这 样 为 了 了 解 F ERA “oo” 处 的 Fourier 展开 ， 取 


g= (G ) s) € GL2(R) C GLo(4q). 


从 上 面 讨论 可 知 , 在 所 有 有 限 位 v 处 ， ordpay > 0. 由 此 推出 we Z, 
AA F fE ioo 处 的 Fourier 展开 是 
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EDEDED 
EEDE dom 


n€Z\{0} 

对 自 守 形 式 F. 如 果 它 的 常数 项 Fourier 系数 Wo 是 0, 则 称 它 
是 尖 点 形式 . 今后 ， 我 们 用 A(GLo(An), 0) 表示 GL2(An) 上 特征 
RA 的 自 守 形式 空间 ， 以 AGLA) 1) 表示 A(GL2(4x), 1) 
中 由 尖 点 形式 组 成 的 子 空间 . 

习题 5 WF € A(GLo(Aq), n) EH F € A*(GLo(4q). n) 的 充分 
必要 条 件 是 : 


f Fl 人 +) a) ar=0, 9 € GL3(Q), 
Qg 0 1 


其 中 dz 是 Aq 上 使 Aq/Q 体积 为 1 的 Haar 测度 . 
在 一 个 有 限 位 v 处 ， 取 定局 部 单 值 化 元 素 cu, M H, 表示 双 


陪 集 0 
es SLS 


利用 初等 因子 定理 可 知 ， H, 是 由 GLz(K,) 中 那些 行列 式 值 落 在 
cv, 中 的 整 矩阵 组 成 ， 因 此 A, 不 依赖 于 cv 的 选择 ， 并 且 可 以 


表 成 
Wy U 1 0 
n= y sult 2) 
AT 0 ;) U 0 Wy Ka 


这 是 一 个 右 K， 陪 集 的 不 交 并 . 设 x。 表示 H, 的 特征 函数 ， 对 
GL;(Ak)/K, 上 的 函数 o, 定义 Hecke MFT, 如下; 


(Tue) = x [ Sohar. 


如 此 ， 我 们 就 在 A(GLo(Ax).n) 上 定义 了 Hecke $F T, 设 
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A(GLo(A4«).9) 中 ， 且 T,F 也 在 天。 的 丰 作 用 下 不 变 ， 进一步 ， 
我 们 可 以 证 明 


V 1 0 
ees X Gs ere 2))] 


UT u€O, /p,, 


wi! 0 
+ nook (a 0 ')) 


4K=Q,v=pht, RIRE, RE T. 的 定义 同 经 典 模 形 式 论 
中 的 Hecke BF T 的 定义 是 一 致 的 . 

对 本 节 内 容 想 要 有 更 多 了 解 的 读者 可 以 参阅 参考 文献 10], [13], 
[17] fü [27]. 在 讨论 GLo(An) 上 的 自 守 表示 理论 之 前 , 我 们 需要 了 
解 一 些 局 部 表示 的 知识 ， 所 以 在 下 面 两 节 中 ， 我 们 将 讨论 GLF) 
的 表示 ， 其 中 FF 是 个 局 部 域 . 


$2 了 是非 Archimedes 局 部 域 时 GLF) 的 表示 


在 这 一 节 中 ， 总 表示 一 个 非 Archimedes 局 部 域 ， 它 的 剩余 
类 域 是 一 个 有 g 个 元 素 的 有 限 域 ， @O 表示 F 的 整数 环 ， p 是 O 
中 唯一 的 极 大 理想 ， 冯 是 O 的 局 部 单 值 化 元 素 ， 从 而 p= vO. 
Xie UO 的 单位 群 ， 取 下 的 一 个 赋值 | EU ORNL 


[| = qr. 


设 是 一 个 赋予 离散 拓扑 的 有 限 维 或 无 限 维 复 向 量 空间 ， 
GL(V) 是 V 的 可 逆 线 性 变换 群 . GL;(F) 到 GL(V) Mig dx Bh 
I r MOS GLo(F) 的 一 个 复 表示 .TY 的 维 数 定义 为 表示 的 维 数 . 
对 表示 r, 如 果 有 
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(1) 对 任意 的 veTY,v 在 GLF) PRE T EEROT T E, PR 
名 话说 ， 表 示 r 诱导 出 一 个 从 GLz(P) x V E) V ERA, 
我 们 称 该 表示 r 是 光滑 的 . 
对 一 个 光滑 表示 a, 如 果 有 
(2) 对 GL4(O) 的 任意 开 子 群 A, 空间 
VU -(veV: X BUSH he H,a(h)v — v) 


是 有 限 维 的 ， 则 我 们 称 该 表示 r 是 可 容许 的 (admissible). 

此 外 ， 对 GLAF) 的 -个 表示 ， 如 果 只 有 (0) HL V 是 1 中 
GLaCF) 的 不 变 子 空间 ， 则 称 这 个 表示 是 不 可 约 的 . 

下 面 我 们 将 研究 GLo(F) 的 可 容许 不 可 约 表示 . 

Ws 是 GLF) 的 一 个 可 容许 不 可 约 表 示 ， 利 用 Schur 引 理 
EAU, n Æ GLo(F) 的 中 心 Z(F) 上 的 限制 可 以 由 FF 的 一 个 拟 特 
征 标 ;给 出 ， 即 对 任意 的 a€ F. 


a 0 ~ nlatid 
T (C B) = n(a)id. 


我 们 称 这 个 拟 特 征 标 n 为 表示 7 的 中 心 特征 标 ， 进 一 步 ， 我 们 可 
以 证 明 表 示 m 或 者 是 一 维 的 或 者 是 无 限 维 的 . 若 r 是 一 维 的 ， 则 
存在 一 个 拟 特征 标 x, 使 得 m 可 由 


7(g) = x(det(g)), g € GLo(F) 


给 出 . 这 样 在 本 节 的 剩余 部 分 里 ， 我 们 将 专注 于 GLF) 的 无 限 维 
可 容许 不 可 约 表示 ， 并 在 不 妨碍 理解 时 把 它们 简称 为 表示 . 

对 这 样 一 个 表示 r, 通常 可 以 建立 两 个 模型 (model), 分 别称 为 
Kirillov #2! 8, 和 Whittaker 模型 如 ,. 它们 都 是 一 些 函 数 构成 
的 空间 .粗略 地 讲 ， 空 间 A. 的 结构 简单 一 些 ， 而 o, EE 
复杂 一 些 ; 不 过 GLQ(F) 的 作用 则 是 在 R ESAT W, 上 简 
H. 这 两 个 模型 各 有 各 的 长 处 ， 可 以 适应 我 们 的 不 同 的 需要 . 

首先 ， 我 们 来 谈 谈 Kirillov 模型 Rr. F* 上 的 Schwartz 函数 
是 FRX 上 有 紧 支 集 的 局 部 常 值 函 数 ， 我 们 用 S(F*) 来 表示 Fx 上 
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的 Schwartz 国 数 空间 ， 又 用 w 表示 GLF) 中 的 Weyl 元 


(s) 
w= l 
-1 0 

空间 R. Eg SE) 和 S(F*) 在 r(w) 作用 下 的 像 生 成 的 . 
因此 ， 8, 中 的 少数 在 PF 上 是 局 部 常 值 的 ， 并 且 它 的 支 集 包 含 在 
F 的 某 个 紧 子 集中 . 给 定 玉 的 一 个 阶 为 0 的 非 平凡 加 法 特征 标 v. 
GLa(F) 的 Borel 子 群 


B(F) = (G ) € aig) 


在 Ar = Ra(w) 上 的 作用 可 以 很 容易 地 描述 : 
(D XHEX v € Rr, 


CC OF DG Doonan 


其 中 rer, zate F”, ERR n 的 中 心 特征 标 . 
显然 上述 作用 仅 依 赖 于 FF 的 加 法 特征 标 w 和 的 中 心 特征 
bs 7. 由 于 GLo(F) 是 由 B(F) 和 Weyl 元 w 生成 的 ， 所 以 要 想 对 
表示 r 有 一 个 清楚 的 了 解 ， 只 需 搞 清 +(w) 的 作用 .为 此 先 做 些 准 
备 ， 我 们 知道 
FX = [J Uo", 
ncz 
且 在 每 个 开 子 集 Umw" 上 ， 局 部 常 值 函数 一 定 是 上 特征 标的 线性 
AS. BU 是 一 个 不 定 元 ， 如 果 我 们 把 的 特征 标 同 Fx 的 在 名 
上 平凡 的 特征 标 等 同 起 来 ， 那 么 ， 对 2 的 一 个 特征 标 x, 我 们 就 可 
以 定义 FX 上 的 函数 XU, 
u(t) = | xt) 车 ordt=n， 

0, 其 他 情况 . 
从 而 S(F*) rP ifj BERT DEUS ji xU" 的 线性 组 合 . 于 是 OR. 中 的 
函数 就 可 以 用 形式 线性 组 合 并 CnxXU" RRR. 其 中 ， 对 每 个 固 

TX 
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EW n. 非 零 的 CL, 的 数 且 有 限 ; HAREM, nM Bf, 
Choy —0. FXE, RAM 与 表示 m 有 关 ， 由 于 表示 7 是 由 rw) 
在 S(F*) 上 的 作用 所 定 ， 所 以 它 被 z(w)xU?(X € U) 所 决定 ， 设 
no EP GRIER n E U 上 的 限制 ， 命 

v = n(w)xU?. 


] á i) (; o) (^. P) (| ') 
wow = Ww 
0 1 0 a Ü 1 0 a 
v(tu) = (yox ))(u)w(t), ucu,teF"*. 
换 句 话说 , 在 每 个 开 集 Uw” b, vd gx 'U™ 的 常数 倍 . 记 这 个 
常数 为 uns xv). Bayo x v, U) 是 由 这 些 常 数 定义 的 U 的 
形式 Laurent 级 数 : 
"un xsv, U) = 》， Ym (no !x, Wl P, 


mEZ 
从 而 
(I) 7 (w)xU? = nox! y(ng ! x, v, U). 
这 是 利用 GLAF) 的 生成 元 来 分 析 7 的 一 种 方法 ， 所 以 r 必 
须 遵 守 一 些 限 制 . 从 定义 可 以 看 到 大 多 数 的 条 件 均 得 到 满足 , 但 还 


P YaDA 


产生 的 下 述 两 个 关键 性 的 关系 式 ; 
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把 (B) 式 换 成 下 面 关系 式 (B^) 


iB» ato e (C 1) e tn] enn 
n BC see} (C 72) 
Ey -1)m (wr (C o) 


可 以 验证 ， 关 系 式 (A) 和 (B) 等 价 于 (A) 和 (B) R. (BY) R 
的 优点 在 于 每 个 括号 里 的 算 子 均 映 空间 S(F*) S(P*), T w dE 
S(F*) 上 的 作用 可 以 精确 地 给 出 。 (A) 和 (B) 式 给 出 了 关于 Y 的 
一 些 等 式 关系 ， 为 了 更 好 地 表述 这 些 关系 ， 设 a 是 F* 的 一 个 拟 
特征 标 ， ao o FU 上 的 限制 ， 命 
(a, U) = Y mlao )a()"U" 


mEZ 


定义 工 函数 
其 中 


这 里 dxz 是 使 得 U 之 体积 为 1 FX 上 的 Haar 测度 ， 显 然 
I'(a, v, U) = l'(ao, V, a(c)U). 


习题 uE: 当 a JER, Tla, y, U) Æ U 的 单项 式 ， 当 a 非 分 
Rt, Tla, y, U) 则 是 U 的 一 个 有 一 个 单 极点 的 有 理 函 数 . 

GOD gk ray, U) 可 视 为 有 限 域 上 的 Gauss 和 在 p-adic 
域 上 的 推广 ， 因 为 它 是 乘法 特征 标 a 对 加 法 特征 标 的 Fourier 
变换 ， 另 外 ， 古 典 的 工 函数 T(s) 可 看 成 在 正 实数 群 上 乘法 特征 标 
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tro tS 对 加 法 特征 标 t mye-! 的 Fourier 变换 . 因此 , H% rla, Y, U) 
t dit SER D KA T (s) 在 padie 域 上 的 推广 . 
从 等 式 (A) 可 得 
补 元 公式 (CF) sw U)yu !x s, UT) = n(-1). 
而 从 等 式 (B^) 则 可 以 得 到 
乘法 公式 (MF) E F> 的 两 个 拟 特征 标 a 和 2, 存在 正 整 
数 M (o, B, y), 使 得 对 所 有 整数 M > M (o, 8,3), 作为 4 和 B 的 形 
ARAKA TOS XA x 
SO (Egeria y, AUTORO, v, BUT )y( Y, U)} 
xEU,condx< M 
=(a m) (-1) (a787, yY, A7 B ya, Y, A)y(B, o, B) 
0, agn 是 分 歧 的 ， 
十 | Y. (aBn)(w)"A"B", apn 是 非 分 歧 的 ， 
n2—M 
其 中 “{ 常数 ju{…}” A48 Co) Y UO 项 的 系数 . 
习题 7 验证 补 元 公式 (CF) 与 乘积 公式 (MF). 
我 们 将 上 面 的 讨论 总 结 为 
定理 1(Kirillov 模型 的 存在 性 1 了 24) x s 是 GLs(F) 的 具 
有 中 心 特征 标的 无 限 维 可 容许 不 可 约 表 示 ， 任 意 给 定 书 的 一 个 
非 平 凡 加 法 特征 由, 均 存 在 一 个 由 支 集 含 于 PK 的 菜 个 紧 子 集中 的 
二 ”上 的 局 部 常 值 复 函 数组 成 的 空间 RU). 表示 i 由 它 在 AQ) 
上 的 作用 所 决定 ， 空间 Rb) BST FX 上 的 Schwartz hy B® [a] 
S(F*). Borel 子 群 B(F) 以 ( 方式 作用 于 &,(), Weyl % w 则 以 
(ID 方式 作用 于 Rb) E, HLA (ID) PERG y 函数 满足 (MF). 
更 精确 一 些 ， 空 间 AQ) 由 空间 S(F*) 和 "(w)S(F*) 中 的 函数 
张 成 . 
为 了 以 示 区 别 ， 我 们 将 用 +, 来 说 明 是 表示 T? 所 结合 的 7 A 
数 . (MF) 包含 了 大 量 有 关 y, 的 信息 . 在 此 我 们 介绍 其 中 的 一 部 
分 . 
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定理 204 对 F* 的 任意 一 个 拟 特征 标 a, 设 ao X a 在 2 
上 的 限制 ， 又 命 
x(a, yp, U) =la v, a(c)U) 


ARKA UN Laurent AK. RRAA PX 的 一 个 拟 特 征 标 n, 使 
得 (MF) 成 立 ， 则 

(1) y 满足 (CF); 

(2) 或 者 存在 满足 py = f PX 的 拟 特 征 标 u 和 ,使 得 对 
F* 的 任意 拟 特征 标 qa, 有 


yo v, U) = (q = 1?q7?T (og v, q7 7 U E (ov, v, q^! ?U). 
或 者 对 PX 的 任意 拟 特 征 标 a, yla, p, U) 是 一 个 次 数 不 超 过 
min{—2, -1 ~ conda?n} 


的 单项 式 ; 
(3) (y 的 捏 曲 性 质 ) 以 7 表示 ?YLUV,U) PU XA XX, 8I 
对 FX 的 任意 一 个 满足 conda > —r uae hea a, 有 


yla, i, U) = (q — 1?q7?T (o, v, q^? U)T (an, v, q7 ?U). 


作为 上 述 三 个 结论 的 推论 ， 我 们 有 

推论 104 出 现 于 y 所 满足 的 (MF) 中 的 拟 特征 标 刀 是 唯一 
的 . 

以 AF) 表示 F* 的 拟 特征 标 群 在 AF) 上 赋 于 解析 结 
构 ， 使 得 它 的 每 个 连通 分 支 均 同 构 于 CX, 这 里 ， 连 通 分 支 是 由 在 
U 上 取 值 相同 的 拟 特征 标 组 成 ， 从 而 连通 分 支 可 以 用 UC 的 特征 标 
来 参数 化 . Hyla v) 表示 y(a,¥,1). Blsg v, 将 y SU AF) 上 
的 函数 ， 定理 2(2) ERI: y 是 AF) 上 的 一 个 有 理 函 数 ， 并 
且 在 某 个 AF) 的 连通 分 支 上 它 是 一 个 至 多 有 两 个 极点 的 有 理 函 
Jk, 而 在 其 他 连通 分 支 上 则 是 一 个 单项 式 . 因此 它 不 是 全 纯 函数 的 
充 要 条 件 是 ， 它 为 两 个 工 函 数 的 积 ， 此 时 ， 在 uec ll 时 ， 它 
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有 两 个 极点 ， 当 jw e| [1 时 ， 它 有 一 个 极点 ， 这 里 和 与 
定理 2(2) PA RI v 相同 . 

下 面 这 个 定理 是 说 函数 Y 事实 上 决定 一 个 表示 ,而 它 又 由 (MF) 
确定 . 

定理 304.00. 对 A(F*) 上 的 一 个 有 理 函 数 

ya, v, U) = vag, ya(@)U), 
存在 GLP) 的 一 个 无 限 维 可 容许 不 可 约 表 示 ,其 中 心 特征 标 为 
y, 使 得 Y = 3z 的 充 要 条 件 是 满足 具有 特征 标的 来 法 公式 
(MF). 此 外 ， 9, 决定 表示 7. 

下 面 概 述 一 下 定理 的 证 明 . 我 们 知道 2. 满足 (MF). 反 过 来 ， 
给 出 AF) 上 一 个 满足 (MF) 的 有 理 函 数 y, 我 们 希望 可 以 利用 
Kirilov 模型 R, 来 构造 一 个 表示 ， 由 于 Borel 子 群 的 作用 是 由 (I) 
给 出 的 ， 所 以 问题 的 关键 在 于 给 出 Weyl 元 w 在 Schwartz 空间 
S(F*) 上 的 作用 ， 当然， 我 们 要 用 (ID 来 定义 w 的 作用 .研究 发 
现 ， 当 y 是 个 单项 式 时 ， rw) REN SF") 26 S(F*), 进而 

Rr = S(F*); 
当 RAST RMR, RR y 有 两 个 还 是 一 个 极点 ，S(F*) 
在 
Rr = S(F*) + a(w)S(F*) 
中 的 指数 或 者 是 2 或 者 为 1. 因为 公式 (CF) Al (MF) 可 以 确定 关 
X (A) 和 (B), 所 以 上 面 定义 的 作用 能 进一步 扩展 为 GLF) 的 
作用 ， 从 而 就 给 出 了 GLF) 的 一 个 表示 . 

这 个 证 明 导 致 下 面 的 关于 GLF) 的 无 限 维 可 容许 不 可 约 表 
Tn 的 分 类 ， 按照 S(FX) 在 fr 中 的 余 维 数 是 2, 1 还 是 0, 我 们 分 
别称 表示 r 是 主 序 列表 示 ， 极 点 、 特 殊 表 示 和 超 尖 点 表示 ， 相 应 
W, y 在 AF 中 分 别 有 两 个 、 一 个 和 零 个 极点 ， 在 前 面 两 种 
情况 下 ， 存 在 拟 特 征 标 上 和 v, 使 得 

Yala V) = (a — Dg Tan, v, a7 PT (ov, v, q7 1/2). 
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Hz 天 | |, 
而 后 者 则 要 求 
py) =| |E. 
给 定 u v, 我们 用 
(a) seme [l^ 


来 定义 BF) 的 一 个 拟 特征 标 T. 由 T 诱导 出 GLF) 的 一 个 表示 
p(u,v), 可 以 证 明 表 示 m 也 可 以 由 表示 pluv) 得 到 . Jacquet 和 
Langlands!) 证 明了 ， 当 pv"! |f! Bf, ER p(u, v) 是 不 可 约 
W, WE r(j v); 当 py! —| |*! Rf, 表示 pluv) 是 由 一 个 无 限 维 
表示 o(p v) 和 一 个 一 维 表示 构成 的 ， 并 且 这 个 无 限 维 表示 o (us v) 
是 唯一 的 ， 他 们 还 证 明了 ， 表 示 x(j,v) 或 oluv) Hy 因子 就 是 
EER y+. 于 是 ， 我 们 可 以 直接 证 明 (参阅 参考 文献 14). 对 任意 
给 出 的 Fx 的 两 个 拟 特 征 标 u v. 由 
ya, v) = (a — DPT lau, dq? Plan, v, g?) 

定义 出 的 S(F*) 上 函数 满足 特征 标 n= up 的 乘法 公式 (MF). F 
E, M n 和 vw 就 诱导 出 一 个 主 序列 表示 ， 或 者 特殊 表示 ， 此 外 ， 
Carayoll®! 和 Kutzko0s.20 证 明了 超 尖 点 表示 也 可 以 通过 一 个 诱导 
过 程 构造 出 来 . 不 过 ， 这 一 过 程 借助 的 不 再 是 Bord 子 群 ， 而 是 一 
些 紧 模 中 心 子 群 . 

HX E, MF 的 任意 非 平凡 加 法 特征 标 6, 表示 r 的 Kirillov 
模型 & (0) 都 是 存在 的 . 设 区 是 一 个 阶 为 0 的 加 法 特征 标 ，d = v, 
则 ord yt = ord t, 并 且 


Yr lxs PLU) = g7 9! (n7 1x7?) t) (xb, U)V, 


接 下 来 讨论 r 的 Whittaker 模型 . 设 落 是 已 的 一 个 非 平 凡 加 
法 特征 标 ， fr = fr(y) 是 表示 r 的 Kirilov MA. AEH v € R 
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定义 GLF) 的 一 个 Whittaker RR W, 为 
W.(9) = (7(9)v)(1), g€ GL2(PF). 
fip 99, = 90.(v) 二 {W ve RY). 以 右 平 移 方 式 在 W, 上 定义 
GLo(F) 的 一 个 作用 r. 即 对 g' € GLo(F), 
(7 (9 )W,)(g) = We(g9') = (x(gg9 )v)(1) 
= (r(g)(r(g)u))(1) = Wrigu lg). 


这 表明 等 价 于 r 我 们 称 空间 (0,90. (w)) 为 表示 r 的 Whit- 
taker 模型 . 我 们 也 可 以 发 现 Whittaker HAW, 满足 下 面 关 系 


人 (CCD 


= V(x)n(gyu)(1) = v(x) Wo (9), 


以 及 w, ( (0 1 )) = v(a), 


Hace F,2€ F*, 9g € GLa(F). 
Bev 是 FX 的 一 个 拟 特 征 标 ， 我 们 知道 v 结合 的 局 部 LE 


是 
(1- p(m)U), p 是 非 分 睹 的 ， 


L(t, U) = { 
1, p 是 分 歧 的 . 
对 GLo(F) 的 表示 m, 定义 它 结合 的 -函数 为 
L(u,U)L (v, U), T= n(u,v v) 是 主 序 序列 表示 ; 
L(a,U) L(u,U), r= a(u,v) 是 特殊 表示 (jw! = | |); 
l, 7 EMR A Xm. 


对 Whittaker 函数 W € 90, (v) 和 ge GL:(F), 定义 两 个 如 下 形式 
EBB 
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0 2 
sum= f w(( Je) la|- Py dada 
F* 


0 . 
Ww (C | o) la|! nla) U *d* a. 


和 
$(g.U,W) = ' 
(g. ) I. 
它们 在 U 的 绝对 值 很 小 时 是 收敛 的 ， 由 于 GLz(F) 对 Whittaker 
函数 的 作用 是 右 平 移 的 ， 所 以 ， 我 们 只 需 就 某 个 EGLE) 研究 
6(g,U,W) 和 多 (g,U,W) 即 可 ， 其 中 W 跑 遍 空间 90, (vj). 
下 面 看 几 个 例子 . 对 v= xU" e S(F*), W =W., M 


mym, ; ， 
Bid, U.W,) = | q x 是 非 分 歧 的 


0, x 是 分 歧 的 ; 
及 
m/207 -m z 一 1 ， ， 1/277 oy 
wU, W,) = | q Yr(7 ,Ww,q U), x 是非 分 歧 的 ， 
0, x 是 分 歧 的 . 


此 外 ， 若 r 是 主 序列 表示 ruv) 或 特殊 表示 olav) M, Hv = 
n(w)xU? 有 


$(id,U, W,) 
| Yn(xo,¥,q'/?U), 是 非 分 歧 的 (xo 是 平凡 特征 标 )， 
lo /是 分 歧 的 ; 
及 
5(w,U.W,) = | 1(-J)， 是 非 分 歧 的 ， 
0, pe 是 分 歧 的 . 


可 以 证 明 , 对 任意 的 ge GLF) 和 W € W,, $(9,U, W)/ L(m, 
U) 是 U 之 方 蜂 的 线性 组 合 ， 由 此 得 到 $(9,U, W) 的 一 个 解析 开 
fn. 更 进一步 , 如 果 我 们 把 O(9,U,W) BEU 的 有 理 函 数 的 形式 ， 
JU L(a, U) 是 这 些 (g, U, W) 的 分 母 的 “最 小 公 售 式 ”. 
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接 下 来 定义 表示 r 的 逆 步 表示 元. 设 V 是 7 的 表示 空间 ，VY 
是 V 上 的 线性 泛 函 空间 .于 是 存在 一 个 配对 
(,):Vx VY — C, 
(v, v") — (v, v") = vY (v). 
因此 
(v, 7" (g)u") = (n(g ^ )u, v) 
就 定义 了 一 个 GL;((F)t1EV" 上 的 作用 c. HV 是 有 限 维 的 话 ， 
则 
n'(g) = '(n(g7))) = 'a(g)7}. 
从 而 2* 为 7 BAPER. 不 过 遗憾 的 是 , 在 这 里 VV 是 无 限 维 的 ， 
此 时 at 通常 不 是 可 容许 的 ， 这 样 逆 步 表示 就 不 是 7*. 为 了 得 到 一 
个 可 容许 表示 ， 考 虑 由 VY 的 光滑 对 偶 构 成 的 子 空间 V, 它 是 由 
f Eoas, v € VV 
S 
这 样 的 泛 函 生成 的 ， 其 中 5 P GLF) 的 所 有 紧 开 子 集 ， 于 是 
V f£ n*(GLo(F)) 的 作用 下 不 变 ,并且 在 是 可 容许 不 可 约 时 ， 该 
作用 亦 为 可 容许 不 可 约 的 ， 称 此 表示 Y 为 表示 7 HEPR. d 
7 是 表示 n 的 中 心 特征 标 ， 则 元 同 构 于 rn, A 
ys V, U) = n(x} Y, U), 
935 = W, @(n7! o det). 
特别 地 ， 当 r= x(p,v) 或 oluv) Bj, 


Bmw!) 或 ov} wo). 


从 上 面 定 义 我 们 得 到 
LE TILL, UV), n= n(u,v), 
LU)= 4 LU), m= o(p, v) (uv! =| |), 


l, 7 是 超 尖 点 的 . 
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, L(r,U 
em, v, U) = rel aq Unt EST 

可 以 证 明 elr. v, U) 是 U 的 一 个 单项 式 . 

注意 到 , FEW € 90, Qh o det), BD W # 3 HY Whittaker 
模型 里 ， 使 得 有 

$(g,U, Ww) = $(g, U, Ww’). 
于 是 对 (gU, W)/LG,U) 也 有 同样 的 结论 成 立 . 利用 补 元 公式 
Yr (xo, v, UY p, g7 UT) = n1), 

并 结合 上 面 的 计算 ， 可 以 证 明 函 数 

D(g,U,W)/L(z,U) 和 $(ug,q-! U^ ,W)/L(3,q U^!) 
解析 开拓 后 均 有 与 W 无 关 的 比率 elr, v, U)- 5. 从 而 我 们 得 到 下 面 
结论 : 

定理 4 (局 部 函数 方程 I) Rr A GLF) 的 具有 中 心 特征 
标 刀 的 无 限 维 不 可 约 可 容许 表示 . R La, U), LRU) fe eln, y, U) 
与 前 面 所 设 一 样 ， 对 区 的 任意 Whittaker Ha W € W, (y) f ge 
GL2(F). 如 前 定义 积分 $(g,U,W) 和 (g,U,W), H L(a, U) HA 
LTU) ) 是 常数 项 为 1 的 U 之 多 项 式 ,并且 它 是 所 有 满足 ，“ 对 
所 有 的 9, W, Bak $(g,U,W)f(U)( 或 O(g,U,W)f(U)) 作为 U 的 
BRL SAAN U 平面 上 的 解析 开拓 ”的 U 之 多 
BASU) 集合 中 次 数 最 低 的 ， 进 一 步 ， 对 任意 的 g do W, 我们 有 
下 面 函 数 方程 

$(wg,q-U-!,W) $(g,U,W) 
L(3,q71U-1) OL(mU) ` 

在 本 节 剩 余 的 部 分 ， 我 们 将 讨论 的 表示 空间 V 中 的 “新闻 
量 ” 这 是 由 P. Deligne 引入 的 概念 ， 可 以 视 为 局 部 新 形式 理论 . 
读者 将 会 看 到 这 些 向 量 都 在 7 的 Kirilov 模型 R, (Y) 中 ， 以 ni) 


= e(m, 4, U) 
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id v 的 阶 ， 首先 我 们 考虑 £V) 中 满足 


(人 MIS a,d€U, bE O 
e 


A eR v. 按照 由 (D) 描述 的 B(F) 对 ”的 作用 ， 上 上 式 等 于 说 ， 对 
suppu 中 任意 元 r, v(Oz) = 1; 以 及 对 任意 的 we U,v(uzr) = v(x). 
于 是 我 们 看 到 的 支 集 含 于 WMO = pn h, H v(x) 仅 依 
Mr xz 的 阶 . 这 样 的 向 量 有 很 多 ， 例 如 ， 设 站 > -TO xo AU 
的 平凡 特征 标 ， xoV” € S(F*) 就 是 一 个 这 样 的 向 量 . AV 表示 
RY) 中 由 这 些 函 数 构成 的 空间 .由 于 om 是 光滑 的 ， 所 以 对 任意 
的 ve Vo, 存在 GLo(F) 的 一 个 开 子 群 ， 它 在 v 上 作用 平凡 ， 特 别 
HL, 4m 充分 大 时 ，v 在 
1 0 
Ge 1) 


作用 下 不 变 ， 设 m 是 使 得 存在 非 零 的 vo € Vo, 它 在 
1 0 
(ra) 
作用 下 不 变 的 最 小 自然 数 ， 并 固定 vo 的 选取 ， 令 G' 是 由 


1 0 和 和 10 
Ga) ® (0 2) 
生成 的 子 群 ， 则 


a b 
( ) EAO a-d- teen). n > 06, 

c d 
SL2(O), n= 0, 
SL2(F), n < 0. 
显然 vo Æ G, 作用 下 不 变 ， 如 果 n < 0, 由 于 GLa(F)vo 张 成 的 空 


间 是 由 
w^" 0 
“((* J)e mEZ 


H 
Cn = 
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生成 的 .而 这 是 RV) 中 的 一 个 非 平凡 子 空间 ， 同 x 的 不 可 约 性 
Fie, Adin >0. 又 由 于 一 方面 


(rem 


在 vo 上 的 作用 是 乘 以 1(d), 另 一 方面 该 作用 是 平凡 的 ， Fa nH 
小 于 condy. A4 k 2 0 时， 定义 同 余子 群 


o.={(° p) EGLO) icep"), 
c d 

b 
Xe = [oe su) :对 任意 的 (° 1) £8» 


(C 2) 


因此 vo € X, A X, C Xn C 是 Vo 的 一 个 滤 链 (filtration). 
定理 5 (Deligne]) X, k-n4185, B 


Mop 


证 tee feet, 当 上 <n 时 ，X = {0}. du, 4 


(00 (S 3)s 


BRE 


SF Xuan, HA 


是 线性 无 关 的 ， 于 是 只 需 证 


dim (x/r (C, 1 )) Xu) <1. 
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事实 上 ， 设 v1,v2 € Xk- (0). 则 存在 不 全 为 0 的 常数 a 和 5, 使 得 
avi + bv 的 支 集 位 于 集合 poet) 中 ， 从 而 


0 
T (S )) (av, + bus) € Vo 
0 1 
1 0 
(y :) 


作用 下 不 变 ， 当 =n 时， 由 的 极 小 性 知 ，avi t+ bv. = 0. 而 当 
kn, WA 


a! 0 Y 
e tbe er(( 0 )): k-1- 
由 此 定理 得 证 . 


由 定理 5 知 ,空间 X 是 一 维 的 ， 其 中 的 非 零 向 量 称 为 新 向 量 . 
从 上 面 的 证 明 看 到 ， 新 向 量 在 Uo) 上 是 非 0 的 ， 整数 nn 称 为 
表示 7 之 前 导 子 的 指数 . 当 n = 0 时 ， 我 们 称 表示 x 是 非 分 歧 的 
或 类 一 的 . 可 设 vo 是 使 得 vo(Lco 77) = 1 的 正规 化 新 向 量 . 

从 前 面 讨论 知道 ， 若 记 


H = GL,(O) (5 1) GL»(0) 


= U (= 1) ELOY ( ») srto) 


ucO/p 


W r 的 Hecke AF T f& s 的 表示 空间 1 上 的 作用 是 与 万 的 特 
征 函 数 的 go! AE EAERA, BD 


T =g! l v `) ) ) 
ond o PX ( 0 1 TE) 
1 0 
+ “( , .) Jace ha 


Be 
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如 果 vo 在 GLo(O) 作用 下 不 变 , Bl n = 0, W T vo 同样 也 在 GL2(O) 
作用 下 不 变 ， 于 是 存在 特征 值 和 , 使 得 Tuo = Avo. 此 时 ， vo 的 支 
集 位 于 Oz? B 

Toole) =q! 5 w(ux)ug(wr) + n(cz)vo(c z) 

ucO/p 
= vy(cz) tg in(w)u(w x), rE Ow". 
由 于 vlr) 仅 依赖 于 z 的 阶 ， 所 以 由 上 式 可 得 : Xm ~n) 时 
Avo(ve") = vo(w™*") q^ n(vo)vo(vo 771); 

或 等 价 地 

$(id, U, W,,) =f vo(a)|a| PU 44% a 

Fx 


= (1 -Ag PU e nal?) uu). 

利用 定理 4, 我 们 知道 ， 如 果 表 示 c 是 由 两 个 FU 的 非 分 歧 拟 
特征 标 4 和 v 诱导 出 的 主 序 列表 示 rmv), 其 中 uv =n, 则 

L(r,U) ! = L(a, UYL, U)! = 1 — Ag ?U + n(cz)U?, 
其 中 入 是 Hecke BF T 关于 r 的 一 个 新 向 量 的 特征 值 . 反 过 来 ， 
对 FRx 的 两 个 拟 特 征 标 jy 和 v, B. uv = n, 假设 r = rv) 是 一 
个 主 序 列表 示 ， 我 们 希望 证 明 r 的 前 导 子 的 指数 为 0. 为 此 ， 取 一 
个 0 阶 加 法 特征 v. 由 定理 2(2) 我 们 明确 知道 ,函数 (x LU), 
特别 地 ， Yr (xo, v U) 是 U 的 一 个 有 理 函 数 ， 其 分 母 为 

(1 = u(e)a UT ~ vm) ^U) = 1+ aU 4 n()q7!U?, 
其 中 a = 一 (y(w t v(c))a-17; 分 子 为 
(l+aU + n(2)07 tU Yy (xo, W,U) 
- q7!U ?[n(v) n(m)^!qaU + qU?]. 

考虑 R.(v) 中 函数 


v=c_2x0U T? + ca xoU T 一 Nn(m)gc2n(w)xoU" 
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+ (ci1 ~ age_2)t(w)xoU'" 


其 中 cic 为 待定 常数 ， 从 上 面 yx (xo, v. U) 的 精确 表达 式 和 由 
(II) 得 到 的 关系 


mw)xoU™ = n(w) Ya (x0, v, U)U 


知 7(w)v = v. 进而 可 以 证 明 v 的 支 集 在 p-! 中 . 取 一 个 非 0 
常数 co. 则 存在 唯一 的 cou, 使 得 v 的 支 集 在 O 中， 由 于 向 量 
XoU 77, xoU ^!  s(w)xoU 7! Al m(w)xoU9 是 线性 无 关 的 ， 所 以 我 们 
可 找到 一 个 非 零 向量 ve Vo, EE SLz(O) 作用 下 不 变 ， 从 而 它 是 
表示 7 的 一 个 新 向 量 ， 并 且 r 的 前 导 子 之 指数 为 0 总 结 上 面 的 
讨论 ， 我 们 证 明了 ， 表 示 r 是 一 个 由 FS 的 两 个 非 分 歧 拟 特征 标 
p v 诱导 出 的 主 序列 表示 (u,v) 的 充 要 条 件 是 ， 7 是 非 分 歧 
的 ， 此 时 ， 存 在 一 个 位 于 r 的 Whittaker 模型 中 的 正规 化 新 向 量 
We, € Welw), 使 得 


(id, U, Wy) = (PU) La, U). 
下 面 研 究 表示 r 分 歧 ， 即 n = cond x > 0 时 的 情况 . uc 


A, (w) È r P TE P FE BA fi I. 我 们 已 知 volt) 仅 依赖 于 € 的 阶 ， 
supp vo C p^", UE vo(co-^ 9) = 1. 考虑 函数 


1 l uc! 
LX e A)» 


ucO/p 
ugp 


利用 (I) 可 以 证 明 
_—! —n(w) 
| q- 190 t€ Ug HD, 
0, 其 他 情况 . 
从 而 "= ax9U ,其 中 = q/l- 1). 另 一 方面 对 we 和 
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cE pl, 有 
( 776 ale =) 
0 1 c 1/ \Q 1 
l-cuc^! -w w? 
= ( a) EG). 
c l- cuc 
TR 


«(Gs e 


我 们 已 经 证 明 xoLU 7"? e X... 从 而 由 定理 5 知 ， 存 在 常数 5, 使 


一 1 0 
xoU ^ ^O? = Vvo 一 br (^ |) Ug. 


利用 上 面 对 vo 的 讨论 ， 我 们 可 把 它 表 为 


vo = 5 CiXoU', 


iz-n(v) 


RB = 1. 从 而 


-1 0 . 
(C D) E 
FR, Hd -n(o) 时 ， 有 ci 0709. 35 0 3 0, W Pd U, Wu) 
有 一 个 单 极点 ， 利 用 定理 4 可 以 得 到 ， 当 L(x,U) = 1 时 ， 
vo = xo", 


Bl b= 0. 此 时 (id, U, Wu) = (PPU). RK, BB vo = 
xoU-"™), 我们 希望 证 明 L(m,U) = 1. 如 车 不 然 ， 则 L(x,U) 有 一 
个 单 极点 ， 由 定理 4 前 面 的 讨论 知 ， 存 在 Kirillov 函数 


v= X ciXoU*, 


i>—oo 


PAE 自 守 形式 与 自 宁 表示 291 


E Slid, U, W.) 的 分 母 是 Lr, U). 于 是 ， 对 无 限 多 个 1 有 GE 


0. 必要 时 将 o 换 成 
E) 
T v, 
0 1 


并 把 m 取得 充分 大 ， 我 们 总 可 假定 suppy C p^", Bl v € Vg. 由 
dm m 的 光滑 性 知 ， 存 在 m, 使 得 ve Xn: 另 一 方面 ， 由 定理 5 Xl 


vA 
vc 0 ME 
Li ( Ü J) vo = x9gU "Mt O<i<m-n 


的 线性 组 合 . 由 此 得 到 ， 当 i> m 一 n 一 n(w) Bf, c; 20. RIK, 
从 而 L(x,U) 2 1. FB,  L(,U) 2 1 的 充 要 条 件 是 


vo = xoU 


此 时 
(id, U, Wus) = (PU) O Lr, U). 


现在 还 剩 下 L(x,U) 有 一 个 单 极点 的 情况 需要 研究 ， 这 时 ,我 们 有 
vo = DbixoU e+ 
7=0 


和 
(id, U, Wu) = (QPU) O Lr, U), 


RH Lr, U) = (1-b PU). 上 面 的 讨论 可 以 总 结 为 下 面 定理 6. 
定理 6 Rt E GL(F) 的 一 个 中 心 特 征 标 为 n 的 无 限 维 不 
TT RGPAG. VR FGM H ny) 的 非 平凡 加 法 特征 标 ， 轨 
An & Kirilov 模型 &,(v) 中 的 正规 化 新 向 量 ， 则 Lin, U) 有 两 
TM ÁREA RE. d x 的 两 个 非 分 战 拟 特征 标 几 和 
请 导出 的 主 序列 表示 nuv) 这 又 等 价 于 i 是 非 分 歧 的 ， 此 时 


oo 


i=0 
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其 中 co 二 1, 且 当 i>0 时 ，Aci = cii Hg nlo). RAB, 
vo 是 Hecke 算 子 的 一 个 特征 值 为 和 的 特征 向 量 ， 进 一 步 


L(x, U)! = (1 -Am)U)( -v(m)U) 
=1- AU2D + n(w)U?. 


RA, Ln, U) 有 一 个 极点 的 充 要 条 件 为 ， 或 者 是 主 序列 表示 
7(u,v), 其 中 和 ww 中 有 且 只 有 一 个 是 非 分 歧 的 ; AH = oluv), 
其 中 jv =| 上 Ron 是 非 分 歧 的 .此 时 ， 新 向 量 v0 可 表 为 


XO biyo U "Wr L(x,U)-! 二 1- bq! PU. 
i=0 


RE, Ln, U)=1 的 充 要 条 件 为 :新 向 量 v XU 不管 上 
面 哪 种 情况 均 有 


sara 0 
BdU Wa) = f Wao (C 1) ) er emma 
Fx 


=f vo(a)|a| PU" d*a 
F* 


= (gq PU)" L(s,U). 


$3 F f& Archimedes 局 部 域 时 GL;(F) 的 表示 


在 这 一 节 里 ，G 代表 群 GL2(R) 或 GLz(C), 并 将 它 视 为 及 上 
的 代数 群 ， 五 是 一 个 可 分 的 Hilbert 空间 ， GL(H) 是 石上 可 道 
HAGTESTH. GHH EW 表示 (n, H) 是 一 个 同 态 映 射 


t : G — GL(H), 


且 使 得 由 (9,0) — algo AHRS G x H — H 是 连续 的 . 设 
KEG 的 标准 最 大 紧 子 群 ， 内 积 


(e uh) = [ (nti exo") nak 
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EHH 上 原 有 的 内 积 (,，) 关 在 天 上 平均 而 得 到 的 ， 它 在 末 Ei 
导出 一 个 同 HO 原 有 拓扑 相同 的 拓扑 这样 我 们 可 以 假定 7 在 下 
上 的 限制 r|x 是 西 表示 . 利用 西 表示 理论 知道 K 的 不 可 约 表示 都 
是 有 限 维 的 . 记 K 的 不 可 约 酉 表示 等 价 类 集 为 天. 对 R 中 的 任意 
等 价 类 y, B H, Æ H W y- (isotypic) FAIA, BB H, 是 互 的 
一 些 子 空间 的 直 和 ， 在 每 个 子 空 间 上 ， r(K) 的 作用 同 构 于 y. 车 
对 任意 的 YE 天 (H) 是 有 限 维 的 ， 则 称 (0, H) 是 可 容许 的 . 

给 定 一 个 可 容许 表示 (n, H), 以 Ho X Hy(y € R) 的 代数 和 ， 
By > 
Hy = (ve H:u ÆRE w(K) 不 变 子 空间 是 有 限 维 的 } 


用 g 表示 Lie 群 G 的 Lie 代数 .由 Harish-Chandra 的 一 个 定理 
知 ，G 的 一 个 可 容许 表示 (7, 五 ) 导出 Ho E g 的 一 个 作用 x: 


d 
m(X)u = ay 7 (exP(tX) )v)le=o. X€g, ve Ap. 


r(X)v 仍 在 Ho 中 ， 并 且 该 作用 满足 ， 对 任意 的 ke K, X,Y eg 
All v € Ho, 


(I) v(k)n(X)v = n(Ad(k)X)r(k)v, 这 里 Ad 是 伴随 表示 ; 
(ID 在 Ho 上 有 Lie 括号 关系 


z(X, Y] = aX)r(Y) — n(Y)n(X) = [n(X), r(Y). 


这 就 导出 了 (oK) 模 的 定义 ， 如 果 复 向 量 空间 V 满足 条 件 
(1) V 是 g 模 ， 即 存在 线性 映射 


9 的 7 — V, 
XO Xv, 
它 满足 关系 ， 对 任意 的 X,Y eg vev,F 


[X,Y]-v=X-Yu-Y- Xv; 
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(2) V 是 模 ， 即 存在 映射 xV — V, CEV LRH, 
AMER kk; € K,vEV, 有 
l-v=v, ki: (ko-v) = (kiko): v; 


(3) 对 任意 的 ve V, 由 v 生成 的 KK 不 变 子 空 间 是 有 限 维 的 . 
HA, X W d& V ATK 不 变 子 空间 ， 它 可 分 解 成 不 可 约 的 K 
TEC AMMA AM, BR Kx W — W 是 连续 的 ， 从 而 是 实 解 析 
的 ; 

(4) Æ X E K W Lie 代数 中 ， veT, 则 


d 
X-ve di exp(tX - v)lizo; 


O) H ke K, Xeg,vcV, § 
k- X -v= (Ad(k)X) - (kv). 


则 我 们 称 W 是 一 个 (g, K). 车 对 于 任意 的 YE K, Vø -同型 
子 空间 是 有 限 维 的 ， 则 称 该 (g, K) V BRA. MR 中 
只 有 {0} fü V Æ gH K 的 不 变 子 空间 ， 则 称 (g, KC) AV 是 不 可 
约 的 . 

定理 7 (Harish-Chandra) (1) ik (n, H) 是 G 的 可 容许 表示 
(于 是 Ho 为 可 容许 (g, K) 模 ), RÀ (m, H) 不 可 约 的 充 要 条 件 是 Ny 
为 一 个 不 可 约 (g, K) 模 ， 

(2) 3& (ri, Hi)(i = 1,2) 是 G 的 两 个 可 容许 西 表 示 ， 则 r, m 
是 西 等 价 的 充 要 条件 是 (g,K) I Hio 和 H2,0 同 构 ; 

(3) RV 是 可 容许 (g, KK) 模 ， 则 存在 G 的 一 个 可 容许 本 表示 
(7,H) RAV = Ho 的 充 要 条 件 是 WV 是 西 的 . 

由 此 看 出 ， 确 定 G 的 可 容许 不 可 约 西 表示 的 所 有 等 价 类 等 同 
于 寻找 不 可 约 (g, AK) 模 的 同 构 类 .下 面 Casselman 的 结果 是 说 ， 
如 果 我 们 去 掉 “ 西 ”这 个 限制 ， 也 有 同样 的 结论 . 

定理 8 (Casselman) 设 了 是 一 个 可 容许 不 可 约 (g, K) 模 ， 则 
存在 G 的 可 容许 不 可 约 表示 (7, H), 使 得 了 同 构 于 Ho. 
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上 上面 的 结论 对 于 G 是 一 个 实 约 化 Lie 群 同样 也 是 成 立 的 . 这 
方面 的 内 容 请 读者 参阅 参考 文献 [36]. 于 是 , 对 G 之 表示 的 研究 就 
转化 为 对 (g, K) 模 的 研究 ， 此 外 ， 对 G 之 Hecke 代数 H 的 表示 的 
研究 与 研究 g 的 通用 包 络 代数 U(g) 的 表示 等 同 . 今后 为 了 方便 ， 
有 时 我 们 均 混 称 它们 为 G 的 表示 . 

回 到 G = GL;(R) 或 GL2(C) 的 情况 ， 下面， 一 提 到 G 表示 
均 指 G 的 可 容许 不 可 约 表 示 . 我 们 概述 一 下 有 关 G 之 表示 的 主要 
GR. 读者 将 会 看 到 ， 至 多 稍 加 变动 ， 上 节 的 主要 结论 在 这 里 都 是 
成 立 的 . 

我 们 知道 ， 及 的 拟 特征 标 e 可 以 写成 

p(t) = tla(smt)", reC, m=0 1 
的 形式 ，C 的 拟 特征 标 则 有 形式 
w(z)-|zpoz"z2" rec, mne Z>o, H mn 20 

(注意 在 这 里 |zlc = 22). 给 出 R 的 两 个 氢 特 征 标 py 和， 车 

pv^ (t) # |t{Rsgn t, 
其 中 pe Z\{0}, 则 它们 可 诱导 出 GL2(R) 的 一 个 不 可 约 表示 二 = 
"(p,v); 若 存 在 非 0 整数 p, 使 得 

pv (t) = [tl sgn t, 
则 诱导 出 的 表示 就 不 是 不 可 约 的 , 不 过 它 包含 了 唯一 一 个 无 限 维 不 
可 约 表示 ol(u, v); 利用 Weil 表示 的 方法 ， 对 C 的 每 个 拟 特 征 标 uo. 
我 们 总 可 找到 GL2(R) 的 一 个 无 限 维 表示 r(w), 可 以 证 明 mw) 一 
定 是 oluv) HEER. NN, GLR) 的 无 限 维 表示 只 有 (ys, v) 
和 o (n, v) 这 两 种 . 

设 yle) = eriu 是 R 的 一 个 非 平 凡 加 法 特征 标 ， 由 从 Tate 
的 博士 论文 B3 发展 出 的 GL, 之 表示 的 局 部 理论 知道 ， 对 Rx 的 
拟 特征 标 

u(t) = [tig (sgn t)”, 
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它 结合 了 一 个 上 因子 
s+r+m 
L(u,s) = 7 Str tm 2p (==) 


和 一 个 < AF 
str—$ 
E(u, V, s) = (i sgn u)™ [ul 
而 对 C” 的 拟 特 征 标 w(z) = hlez", RASH LATA e 因子 
分 别 为 
L(w.s) = 2(2n) PTT FMT s tr mn), 


"n 
e(w,¢,8) = Hy (w)lwle 2, 
其 中 olz ) = eiriRet wz =) = ẹni Tr( wz ) 现在 定义 GL;(R ) 的 元 因子 和 
< 因子 分 别 为 
| L(u, _ s), m = T(u,v), 
L(m,s) = 
L(w m= n(w), 
s)e(v, v, s) T = n(u,v), 
£(m, 15, 8) 
[ss (isgn u)e(w "nu s) 7 = 7(w), 
其 中 y(r) = eiur u eR. € T(w) = n(u,v) 这 种 情况 ， 两 种 定 
义 是 一 致 的 ， 这 可 以 从 下 函数 所 满足 的 补 元 公式 得 到 . 
Jacquet 和 Langlands 证 明了 GL2(R) 的 一 个 无 限 维 表示 r 的 
等 价 类 可 以 被 函数 
ZIFQX ,1- s) 


Yr (X,Y, s) = Ls xs) elr x, v, s) 


所 确定 ， 其 中 X 是 及 x 的 一 个 拟 特征 标 . 更 进一步 ， 同 样 可 以 建 
X. Whittaker 模型 和 局 部 函数 方程 ， 准 确 地 说 ， 就 是 

定理 9 (Jacquet-Langlandsl!7!) i r & GL;(R) 的 一 个 无 限 
维 可 容许 不 可 约 表 示 ， 外 是 RR 的 一 个 非 平凡 加 法 特征 标 ， 刀 为 了 
的 中 心 特征 标 。 则 


HAF 自 守 形式 与 自 宁 表示 297 


(1) 唯一 存在 GLo(R) 的 Whittaker 模型 W,(v), 它 所 包 念 的 
Whittaker B&W 具有 下 列 性 质 : 
(a) 对 任意 的 z € R, g € GL;(R), 


w(( n) ) = V (z)W (9): 


(b) AA N > 0, 使 得 当 jtir 趋 于 oo 时 ， 有 


w((5 1) g) = oui 


(c) W 是 个 连续 函数 ; Heo, Welw) 上 通过 将 天 的 作用 定义 
为 右 平移 ， XEg 的 作用 定义 为 


> d, 
X-W(g)= ac (gexp(t.X))|i-o 


而 得 到 的 (g, K) 模 同 构 于 由 m 得 到 的 (g, K) 3X. 
(2) 对 We 90, (y), 定义 


a 0 工 
was) = f wo | )o) lator 
x 0 1 
~ . a 0 S 
$(g,s,W)- f W (C i) o) 17 laja 2d* a. 


则 ， 当 Res 充分 大 时 ， 0 fo SPAM. E, Sm 
$(9, s, W)/L(,s) 和 函数 外 (9g,s,W)/L(,s) 都 可 以 解析 开拓 为 整 
Ss 平面 上 的 亚 纯 函 数 ， 且 满足 函数 方程 ， 对 任意 的 ge GLR), 
W € 92, (v), 


$(wg,1—s,W) $(g, 5, W) 
LG lcs) ^t) L(z, s) 


JP, RW, 3g 在 一 个 紧 子 集中 变化 ，s 在 除去 以 Lus) 的 
MAAN CH DAG HRP EH, Dgs, W 244. 
RÉE, & WY) PTAR ER W, RAHM Pid s W) 等 于 
L(m,s) 来 上 一 个 s 的 指数 函数 . 
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GL2(C) 的 表示 理论 与 GL.(R) 的 类 似 ， 并 且 还 要 简单 一 些 . 
对 GLo(C) 任意 的 无 限 维 表示 n, 都 能 找到 CX 的 两 个 拟 特征 标 u 
FH v, 使 得 7 = n(p,v). CH LAFA c 因子 分 别 为 


Lin, s) = Lip, s) L(y, 5) 和 e(m, V, s) = E(u, V, s)e(v, V, 8). 
在 定理 9 中 把 及 RM C, 结论 仍然 成 立 . 


$4 GL: 的 自 守 表示 


B F 是 整体 域 ， 以 GLz(A4y) id GL2(4F) 中 的 有 限 阿 代 尔 点 
构成 的 群 ， 即 它 是 {GL2( 互 )} 关于 {GL2(O,)} 的 限制 直 积 ， 其 中 
v F 的 所 有 有 限 位 .用 GLA) 表示 积 


[[ GL(F.), 


其 中 o 过 F 的 所 有 Archimedes fy. 显然 ， 当 F 是 函数 域 时 ， 
GL2(4oo) 是 平凡 的 . 设 go A GLo(F,) 的 Lie 代数 , 那么 GL (A4) 
的 Lie 代数 go SUE [T9,. 设 Ke  GLo( Fo) 的 标准 最 大 紧 子 群 ， 


命 
Ks =|] Ke. 


对 GLo(As) 的 一 个 表示 ， 如 果 它 的 表示 空间 中 的 任意 向 量 都 在 
GLi(A;) 的 某 个 紧 开 子 群 作用 下 不 变 ， 则 我 们 称 它 是 光滑 的 ，T 
是 SLz(4F) 的 一 个 表示 意味 着 V. 同时 是 一 个 (g, Ko) 模 和 一 个 
GL2(47) 模 ， 并 且 
(1) GLz(47) 的 作用 与 gw 和 Ko 的 作用 交换 ; 
(2) 设 
K; = J| GL2(0,), 


v HO FF 的 有 限 位 . 对 K = KK, 的 每 个 连续 不 可 约 表示 类 7, 
V 所 含 的 7- 同 型 子 空间 V, 是 有 限 维 的 . 
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一 个 可 容许 (Goo, Koo) 模 总 可 以 分 解 为 不 可 约 可 容许 (g,, Ko) 
模 的 张 量 积 ， 这 里 o WD; F 的 Archimedes 位 . 不 过 ,对 GL2(A;) 
的 光滑 表示 Vi 尚 需 进 一 步 的 解释 . 

从 Vi 的 光滑 性 可 知 ， Vy 中 的 任意 向 量 对 几乎 所 有 的 位 v 均 
在 GL2(QO,) HEA FRE. 由 此 导致 下 面 的 构造 : 在 下 的 每 个 有 
限 位 o 处 ， 假 设 在 空间 VV, 上 给 出 了 GLF.) 的 表示 ne 使 得 对 儿 
平 所 有 的 v, V. 中 由 GL2(O,) 不 变 向 量 组 成 的 空间 不 为 零 ， 以 Dy 
记 额 外 的 有 限 位 集 ， 换 言 之 ， Lo 由 不 含 非 零 GLs(O,) TERE 
WARE v 组 成 . 对 玉 的 任意 不 含 在 o 中 的 位 v, Bog V, 中 一 
个 在 GL2(O,) 作用 下 不 变 的 非 零 向 量 w. 对 一 个 由 有 限 个 下 的 有 
限 位 组 成 的 集合 S, HS 2 Xo, fi 


Vs = Ques Vo. 
设 S 和 S' 是 两 个 这 样 的 集 ， 且 Sc S', 利用 把 T 与 IB eg: st 


等 同 ， 可 将 Vs RABI Vs. 中 去 . 4S 跑 遍 所 有 包含 Xo dU FINA 
限 位 的 有 限 集 时 ， 正 向 极限 lim Vs 被 称 为 (Vv) 关于 {oy} 的 限制 
S 


张 量 积 ， 记 作 Q1, V... 它 是 由 向 量 Q, x, 生成 的 ， 其 中 ze V, 
并 且 对 儿 乎 所 有 的 "而 言 ， 都 有 r =v. 群 GLA 通过 ms 以 
明显 方式 作用 于 Qu, E. 尽管 空间 Qi Vo 依赖 于 v, 的 选 
B, 但 如 果 我 们 改变 基 向 量 v 的 选取 ， 所 得 到 的 GLo(A;) 模 仍 是 
同 构 的 ， 我 们 称 此 表示 为 {m} 的 限制 张 量 积 QQ, HAIER, 
如 果 每 个 re 是 可 容许 不 可 约 的 ， 则 Qin, BIBRA YA. Bs 
上 ， 它 也 是 可 容许 的 ， 即 对 Kj 的 每 个 紧 开 子 群 H.gh H 不 变 向 
基 组 成 的 空间 是 有 限 维 的 . 因此， 对 Archimedes 位 o, 给 出 一 个 可 
容许 不 可 约 (go, Ko) 模 re; 对 有 限 位 v, 给 出 GLo(F,) 模 rw 限制 
张 量 积 


T= 08,78 em T = Q, T 
是 SGLz(4F) 的 可 容许 不 可 约 表示 . 反 过 来 ， GL2(Ar) 的 任意 可 容 
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许 不 可 约 表 示 均 可 以 通过 这 种 方式 得 到 . 

仍旧 用 A(GLs(Ap),n) 表示 GLz(Ap) 上 中 心 特征 为 n 的 自 
守 函 数 空间 ， GL2(4F) 在 A(GLa(Ar) n) 上 的 正则 表示 意味 着 
Ko GL2(A;) 以 右 平移 的 方式 作用 ， go 则 以 微分 算 子 出 现 ， 即 ， 
XX gw, 它 映 一 个 自 守 形式 /为 


X fig) = FAO): 


对 GLo(Ar) 的 可 容许 不 可 约 表示 r, 如 果 存 在 A(GLo(Ar), n) 的 两 
个 GL2(Ap) 不 变 子 空间 V 和 W, V C W, 使 得 s 同 构 于 在 W/V 
上 诱导 出 的 作用 ， 则 我 们 称 它 是 自 守 表示 , 并 说 表示 r 是 此 正则 表 
示 的 一 个 组 成 份子 . 当 = {0} M, r RE FR BEV A {0} 
BÍ, m 称 作 子 商 . AV 和 W 包含 在 尖 点 形式 空间 A (GL (Ap), n) 
H, W m RA Glo(Ar) 的 尖 点 表示 . 

下 面 ， 我 们 将 概述 一 下 有 关 GL 的 自 守 表示 的 主要 结果 ， 读 
者 可 以 参阅 Jacquet 和 Langlands 的 著作 O 以 及 参考 文献 [21], 
[3], [10] 和 [13]. 

定理 10(Jacquet-Langlandsll7, 第 340 页 ] ) Á* 


7-8, Ty 

是 GL(Ag) 的 一 个 可 容许 不 可 约 自 守 表示 ， 如 果 它 不 是 尖 点 表 
示 ， 则 存在 TE/Fx 的 两 个 伊 代 尔 类 特征 标 J 和 v, 使 得 在 每 个 
ARG, fono, 是 诱导 表示 p(u,v) 的 一 个 组 成 份子 ， 

这 个 定理 实际 上 是 : “给 定 参数 的 模 形 式 空间 均 是 Eisenstein 
空间 和 尖 点 形式 空间 的 直 和 ”这 个 结论 的 表示 论 的 模拟 表述 . 

Jacquet 和 Langlands 又 证 明了 人 尖 点 形式 空间 A°(GL2(Ar), n) 
可 以 分 解 为 不 可 约 尖 点 表示 的 直 和 ， 且 每 个 不 可 约 尖 点 表示 出 现 
的 重 数 是 有 限 的 ， 换 名 话说 ， 尖 点 表示 是 子 表 示 . 我 们 主要 是 研究 
RART. 设 是 在 一 个 尖 点 表示 


T= Q, Ty 
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的 表示 空间 中 的 尖 点 形式 ,车 玉 是 一 个 函数 域 ， 记 XX 为 使 8 在 


m 


的 右 作 用 下 不 变 的 元 y € Ar 的 集合 ， 利用 第 四 章 中 的 推论 4, F 
在 常数 cl > 0, EHER K ac Ir H lal >a, fj Ap =F ax. 
这 就 导出 ， 对 任意 的 z = ay, HP y € X, 有 


(lol =e 0 1) 
-( 0) 


由 于 上 式 对 z € F 也 成 立 ， 进 而 公式 对 所 有 的 > e Ap 成 立 ， 因 
此 ， 对 任意 的 lal > cy PA ee Ap 有 


«(C J) xus] 


Jouets) en 


这 说 明 o A) SCS EIE AEF OGLo(F)Z(Ap)\GLo(Ap) 中 .又 由 
关系 


re Dno D») 


Wl 关于 ow 的 右 平移 也 是 尖 点 形式 可 知 ， 存 在 c。> 0. 使 得 当 
ja^!| > c2, BD Jal < cz? 时 ， 


(S ie) =e 


于 是 作为 we Ip 的 函数 ， 
a 0 
(0 1)) 


的 支 集 是 紧 的 且 位 于 Ip/FX b. # FERR, 对 应 的 结果 是 
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增长 条 件 对 任意 实数 M, 存在 实数 My, 使 得 对 所 有 的 aE 


7 W(2) 


作为 ó 之 增长 条 件 的 推论 ， 每 个 r, 是 无 限 维 的 . 
设 T = e. Ry 是 GL2(Ap) 的 不 可 约 自 守 表 示 ， 且 每 个 分 支 
Ty 是 无 限 维 的 . KEF EFRR Ar 的 非 平凡 特征 标 


p= lI V. 


利用 $2 和 $3 的 讨论 可 知 ， 每 个 m, 都 结合 有 一 个 Whittaker 模型 
20, (vv). 当 m, 非 分 歧 时 ， 在 位 v 处 ， 取 正规 化 的 新 向 量 W, f 
20, (i) Æ {Wr (v,)) 关于 (Wy) 的 限制 张 量 积 ， 则 每 个 W, (Y) 中 
的 函数 W 都 是 GLa(4F) 上 满足 


l c 
w (( DEED £ € Ap, g € GL (Ar) 


< Mial 人知. 


0 1 


的 连续 函数 ， 进 而 ，GLs(4F) 在 W.) 上 的 作用 同 构 于 m. 可 以 
证 明 90, (v) 这 样 的 空间 是 唯一 的 ， 此外， 如 果 r 有 分 支 r, 是 有 
限 维 的 ， 则 这 样 的 空间 不 存在 . 

Br = Qn. 是 GL?(4r) 的 不 可 约 自 守 表 示 ， 且 每 个 分 支 
To 是 无 限 维 的 .按照 82 和 83 的 方法 已 有 了 局 部 LAFTA: 因 
子 ， 现 把 它们 合 在 一 起 ， 定 义 整 体 志 因子 和 上 e AF. k 


L(n,s) =] L(m,8), LE, s) = TIL,,s), 
其 中 ， 在 非 Archimedes 位 v 处 ， L(ty,s) 和 L(2,,s) 分 别 表示 
L(ty,(Nv)~*) 和 工交 (No f 
elm, ss) = [| eltu, Y, s), 


其 中 ， 在 非 Archimedes 位 v Xb, €(7,, V, 5) 表示 函数 E(t, Wy, 
(Nv)*). 由 于 m 的 中 心 特征 标 7 是 伊 代 尔 类 特征 标 ， 再 联系 局 部 
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e Bf 5mm y 的 关系 ， 我 们 发 现 只 要 多 在 下 上 平凡 及 在 
Ar ESRI, (v.s) 就 不 依赖 于 o 的 选取 .于 是 我 们 把 它 记 
A eln, s) 上 因子 的 解析 性 质 可 概述 为 

定理 11( 整 体 函 数 方程 i?) Kr = Quom. X GLo(Ap) 一 个 
不 可 约 可 容许 自 守 表示 . 则 上 面 定义 的 上 (A,s) de LT, s) FARR 
来 积 在 右 半 平面 上 是 绝对 收 化 的 ， 并 且 可 以 解析 开拓 到 整个 s 平 
面 上 ， 成 为 一 个 亚 纯 函数 ， 如 果 丰 是 类 点 表示 ， 则 它们 更 是 整 函 
AK. 05 严 是 数 域 时 ， 它 们 有 有 限 多 个 极点 ， 并 且 在 任意 一 个 有 限 
宽 的 坚 条 区 域 里 的 co RAR. SF ARH, REF RIG 
Ag 则 它们 均 是 gq-s 的 有 理 函 数 ， 此外， 无 论 到 是 数 域 还 是 函数 
域 ， 它 们 满足 通 数 方程 

L(m,s) = e(n, s)L(1,1 — s). 


我 们 首先 解释 m 不 是 尖 点 表示 时 的 情况 .利用 定理 10, 存在 
Ig] F* 的 两 个 拟 特 征 标 u 和 v, 使 得 x, 是 p(t.) 的 一 个 组 成 份 
子 ， 由 于 对 几乎 所 有 的 位 v, ,是非 分 歧 的 ， 所 以 对 几乎 所 有 v, 


Tu = "(Is Vy). 
先 假定 对 所 有 的 位 w ro = n(us vs), WU 
Lin, s) = L(u,s)L(ws). (Ts) = L(u !,s)L(v^ . 5). 


从 而 解析 性 质 可 以 从 伊 代 尔 类 特征 标的 工 -函数 的 解析 性 质 得 到 . 
当天 是 函数 域 时 ， 这 已 在 第 五 章 里 证 明了 ; 当 FF 是 数 域 时 ， 则 可 
参阅 Tate 的 博士 论文 07. 再 考虑 存在 有 限 多 个 位 v, 使 得 

Ty = O(My, Vy) 
的 情况 MUN, Lin.s) 5 L(y,s)L(v,s) 相差 有 限 多 个 因子 ， 并 且 
L(m,s)L(u,s)'L(v.s)| 在 下 是 数 域 时 它 是 全 纯 的 ， 且 在 有 限 宽 
的 竖 条 区 域 里 有 界 ， 而 当 FERIR, CUE qg 的 一 个 多 项 


式 ， 因 此 ， 利 用 局 部 e 因子 的 定义 得 到 
L(n, s) elr, s) L(T,l- s) 


L(u.s)L(v,s) ^ e&(u,s)e(v, s) L(u-1,1— s)L(v-3,1— s) 
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因此 在 这 种 情况 下 定理 依然 成 立 . 
接 下 来 研究 r 是 作用 在 40(GLz(4r),7) 中 尖 点 表示 上 的 情 
i. BoE- PRABH, M 81 可知， 它 的 Fourie 变换 


w= f. e((y 1)s) nte. ae Grace 
y= " o 1)? r)dr, g a3(Àr) 
是 空间 9U.(v) 中 的 Whittaker 函数 ， 并 且 


a= Y w((S 1)9), se Gt) 


acFx 
因此 我 们 将 在 Whittaker 函数 空间 上 工作 . 在 有 限 位 v Rb, AW, 
E W. (v) 中 的 正规 化 新 形式 ， 于 是 


(ert 
PS " 0 1 lo 


i 


E (Nu) "GG Lin., (Nu) *), 


RP ny) Æ v 的 阶 ， 在 Archimedes 位 v 处 命 W, 是 Wy, (Vo) 中 
的 函数 ， 使 得 


(t peto 


= (s BRR ABOL, (Nv) ?). 
令 W = ©, Wy, BREE 99. (y) P. 命 


0 
w= 并 wml 人 SDF ge GLi(Ap), 


acFx 
它 是 一 个 尖 点 形式 ， 以 dxa 表示 Ir (fpi [T d*o, 导出 的 Haar 测 
度 ， 考 虑 积分 | 


(id, s, W) SEU 1)) lal 3d*a 
fu En DG Dentes 


PAR AFHASATAR 3 


i 0 工 
= f w(( )) lal’ 2d*a 
Ip 0 1 
i v 0 1 
-Tr/. v (C ) la. Sd" 
v ae 0 1 


= I $(id, s, W) = (s 的 指数 函数 )L(7.s). 


此 处 最 后 一 个 等 号 成 立 是 因为 对 几乎 所 有 的 nu.) = 0. 6 WÑ 
足 的 增长 条 件 不 仅 表 明 用 无 穷 乘积 定义 的 函数 ZL(r,s) 在 Res > 0 
时 绝对 收 化 ， 而 且说 明 oE FIr 上 的 积分 在 整个 半 面 上 定义 
J-PEARM, SF 是 数 域 时 ， 它 在 有 限 宽 竖 条 区 域 里 有 界 ; 当 
F 是 函数 域 时 ， 它 则 是 g7 的 一 个 有 限 Laurent 级 数 . 事实 上 ， 当 
F 是 函数 域 时 ， 利 用 在 Res oo 时 ， Lins) 二 1 这 一 结果 可 以 
断言 C(r,s) eg? 的 具有 非 0 常数 项 的 多 项 式 ， UC P ERE L(m s) 
在 Res > 0 时 的 绝对 收敛 性 也 可 以 由 下 面 事实 看 出 ， 对 儿 乎 所 有 
的 位 v, 存在 F, 的 两 个 非 分 歧 的 拟 特征 标 uu 和 vu, 使 得 


Ty = TB Vu), 
且 满 足 
mwl No) < jm (o, )], 
Yv(@u)| S Im Ge) (No). 


类 似 地 ， 对 r WA RE aK, 取 


~ . 0 
$(w,s,W)- n ó (P 1) w) na)“ "Jal?" 2d*a 


a, 0 
~ II /.. W (( 0 i) v.) helas) |a, | 2 d*a, 
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= J 名 (ws, Wu) = (s fo cim IO LR. $) 


给 出 Los) 的 解析 开拓 为 了 得 到 它 的 函数 方程 ， 需 要 结合 在 82 
和 83 讨论 的 局 部 理论 以 及 9 的 自 守 性 ， 简 要 地 讲 ， 由 


DEC 
Le 人 0) 


得 9(id,.s,W) = 9(w,1—s, W). 另 一 方面 ， 由 定理 4 和 定理 9 对 
所 有 的 位 v, 我 们 有 


$, (w. 1 一 8, W, ) _ 9, (id, s, W,) 
L(3,,1— s) Ere Pv, 8) L(n,, s) 


过 所 有 的 位 v 对 上 面 方程 求 积 ， 再 结合 
[J $1 s,W,) = $(w,1- s,W) 


$(id, s, W) - IH id, s, W, 


我 们 就 得 到 了 所 求 函数 方程 . 
注 当 玉 = QQ 时， Wy È 4q/Q 的 标准 加 法 特征 标 ， 使 得 
对 所 有 有 限 位 v, n(v) = 0. 存在 正 整数 N, 使 得 


e(m,s) = AR NTS. 


我 们 称 N 是 表示 r 的 前 导 子 ， 当 ro 是 GLo(R) 的 离散 序列 表 
R, Hr(0)e Ko 的 作用 是 乘 以 r(k0) 时 ， 如 前 由 


W =Q, W 


所 得 的 函数 6 是 一 个 权 , 水平 N, 特征 标 为 7 的 新 形式 ， 其 中 ， 
HARE v, W 是 正规 化 的 新 向 量 ， 记 o 的 规范 化 为 $. RBE 
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章 方式 定义 的 o 的 瑟 函 数 经 过 变量 代 换 后 恰好 是 n 的 LAR, 
即 
L(d/,s + (k — 1)/2) = L(m., s). 


有 反 过 来 ， 给 定 一 个 正规 化 的 尖 点 新 形式 o, 存在 唯一 的 GLo(Aq) 
的 尖 点 表示 m, 使 得 
Ln,s) = L(d',s + (k — 1)/2). 


由 第 七 章 定义 的 V 的 提升 都 位 于 r 对 应 的 表示 空间 里 . 

同 模 形 式 论 一 样 , 我 们 有 下 面 的 反问 题 : 在 FF 的 每 个 位 w 处 ， 
给 出 GLAF.) 的 可 容许 不 可 约 表示 rw, 其 中 对 几乎 所 有 的 位 v, 存 
在 特征 标 pe RI vus 它们 满足 


(Noys < luv (mo)), | (wm,)| < (Nv)* 


(这 里 “ 是 一 个 不 依赖 于 wv 的 常数 ), 使 得 s = (uu vu) 是 非 分 歧 
的 ， 它 们 的 限制 张 量 积 r= Q, r 是 GLz(4r) 的 一 个 可 容许 不 
可 约 表示 r， 并 且 其 LAR Lr, s) 在 右 半 平 面 上 绝对 收敛 ， 那 么 
T 什么 时 候 是 一 个 自 守 表 示 呢 ? 对 r 何 时 是 尖 点 表示 的 研究 是 由 
Jacquet 和 Langlands!!”) 做 出 的 ， 他 们 借助 于 的 L-&j L(r, s) 
以 及 它 关于 Ir/F* 的 所 有 拟 特征 标的 扭曲 所 得 的 天 函数 的 解析 
性 质 对 上 述 问题 给 予 了 回答 . 

定理 12( GL: 的 道 定 理 ) 如 上 定义 的 表示 克 是 GLs(.4F) 的 一 
个 类 点 表示 的 充分 必要 条 件 是 ， 对 TF/FX 的 任意 特征 标 xy, Ej M 
Lin @ x, 5) fe Lit@y-',s) 在 整个 4 平面 上 有 全 纯 开 拓 ， 并 满足 
hy KF AL 


L(7@ x, 8) = e(1 Qx.s)L( Go x 5,1 s), 


AR, SERB, ZL 二 -函数 在 任意 有 限 宽 的 坚 条 区 域 上 有 有 
By 当天 是 函数 域 时 ， 这 些 LARI 的 多 项 式 ， 这 里 | 是 
FH gx. 
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在 此 需要 说 明 两 点 : 第 一 , 在 证 明 充 分 性 时 仅 需要 用 到 对 那些 
前 导 子 整除 r 的 前 导 子 的 特征 标 x. 函数 L(x e x, s) 有 所 述 的 解 
析 性 质 ; 第 二 ， 对 于 非 尖 点 表示 的 自 守 表 示 也 有 类 似 的 结论 ， 有 兴 
趣 的 读者 可 以 参阅 参考 文献 [25]. 

最 后 需要 指出 的 是 Jacquet 和 Langlands 事实 上 证 明了 下 面 的 


重 数 一 定理 itr EGER X BE AZE 40(GL2(4F),7) 的 
不 可 约 尖 点 表示 ， 则 它 在 A(GL(Ar),y) 中 出 现 的 重 数 为 1. 
实际 上 ， 我 们 有 更 强 的 结论 : 
强 重 数 一 定 理 设 

T; = Qi, Tyi (i = 1,2) 


是 两 个 出 现 于 A (GLAF) 0) 6T £8 X ARH. 假定 在 几乎 所 
A F izua, mui fe m 是 同 构 的 ， 则 Toa 和 nua 对 所 有 的 
iiv RAH, Anr 5 同 构 . 

Shalika??] 证 明 这 个 定理 对 GL。 也 是 成 立 的 ， 不 过 在 > 3 
时 ， 要 求 my) 和 ru 在 所 有 的 Archimedes 位 v 处 都 是 同 构 的 . 
读者 可 以 参阅 Piatetski-Shapiro 的 文章 28], C. Moreno?” 运用 解 
析 方 法 证 明了 上 述 定理 只 需 假设 两 个 整体 表示 在 适当 的 有 限 多 个 
有 限 位 上 有 局 部 同 构 即 可 . 


$5 四 元 数 群 的 表示 
设 F 是 特征 不 为 2 的 域 ， 我们 给 定 FP 中 两 个 元 素 a 和 b, 以 
Ff{a,b} RH i Mj 生成 的 下 上 的 4 次 代数 ， 其 中 i 和 7 满足 关系 
P=a, P=b, Ui =—-ji. 
F(a,b) 是 一 个 中 心 为 F 的 单 代数 . 


例 1 F= R, a = b = -1. 则 R{-1,-1} 是 通常 所 说 的 
Hamilton 四 元 数 代数 . 
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例 2 #a=1,b=-1.4 


ono «( (n 
iQ MI 77124 go)? 
1 0 ESI 0 0 1 
2 TEN d - = ji. 
2= (0 中 d CEN ' (4 a) 7 


于 是 F{1,-1) 同 构 于 和 矩阵 代数 Mo (F). 

一 般 地 ， 可 以 证 明 ， 如 果 F {a,b} 含有 一 个 非 平凡 零 因 子 ， 那 
么 它 同 构 于 矩阵 代数 Ma(F); 否则 ， 如 果 任 何 非 零 元 都 有 乘法 逆 元 
X, 我 们 称 F{a,5} 为 四 元 数 代数 ， 其 非 零 元 构成 的 乘法 群 称 为 环 
上 的 四 元 数 群 。 当 下 是 一 个 局 部 域 且 下 关 C 时 ,在 同 构 意义 下 ， 
只 有 唯一 的 一 个 四 元 数 代数 . 

接 下 来 考虑 F 是 整体 域 ， ab e FX NES. NEN, XE 
的 任意 位 v, a Alb 都 在 完备 化 F, 里 ， 于 是 我 们 有 了 F(ab) 和 
Fy {a,b}. BR, i F{a,b} 同 构 于 Mo(F), WE F, {a,b} 同 构 于 
M2(Fy). 另 一 方面 , A F{a,b} 是 四 元 数 代 数 , 则 Fy {a,b} 既 可 能 是 
也 可 能 不 是 四 元 数 代数 . 这 可 以 由 下 面 定义 的 Hilbert 符号 (a, b), 
来 刻画 : 

(a,b), = | 1， Fax? + by? = 2? 在 FF, 中 有 非 平凡 解 ， 

” den eD. 
习题 8 WH ar’ by? = z? 在 FF 中 有 非 平 凡 解 的 充 要 条 件 是 
ae Np (yj r, (Vb), 

这 等 价 于 b € Ne yap, (Fo(Va)). 


可 以 证 明 ， (a,6b), = —1 的 充 要 条 件 是 {a,b) 是 一 个 四 元 数 
代数 .此 时 ， 我 们 称 四 元 数 代数 F{a,5} 在 位 v 处 分 歧 ， 由 于 只 
BRA Mi v ER (a,b), #1, 并 且 有 积 公式 

To = 1，w 过 下 的 位 集 


v 


Du 


310 数论 及 其 应 用 


成 立 ， 所 以 我 们 断言 Fab) 在 偶数 个 位 上 分 歧 ， 反 过 来 ， 给 定 一 
个 整体 域 和 由 偶数 个 F 的 位 组 成 的 有 限 集 S, AS 不 包含 任何 
F 的 复位 ， 那 么 在 同 构 意义 下 恰好 存在 一 个 下 上 的 四 元 数 代 数 ， 
CES 中 的 位 上 分 歧 ， 而 在 S 外 的 位 上 非 分 歧 . 例如 ， Hamilton 
代数 Q(—1,—1) 在 位 oo 和 2 上 分 歧 ， 在 其 他 位 上 非 分 歧 . 

习题 9 ”利用 上 述 讨论 ， 证 明 : 

(1) 4 a F rp Er I, W Fab) AHF MF); 

(2) E F(a,b) 是 四 元 数 代数 ， 则 存在 F 的 一 -个 二 次 域 扩张 L, 使 得 


F{a,b} Qp L= L{a,b} 


同 构 于 M2(L); 

(3) 8 H RARR F ENO TARR, WERE FE, HUS 
了 已 的 所 有 二 次 扩张 . 

W H = F(a,b) 是 F ES lij 和 ij 的 四 元 数 代数 ， 其 
Pe =a, j? =), UR ij = ji €H LA-DHE “—”, oo 
t=at fityj+dji X F=a- pi- yj —6ji. 

习题 10 WH: WRN zy cH, Ma fEeK, d 


ar + fy=aF+ Py, 即 对 合 为 K 线性 的 ; 
zy = yt, 即 对 合 为 五 的 反 自 同 态 ; 
=a, 即 对 合 为 2 阶 的 . 


由 此 ， 对 合 给 出 了 H 上 的 F RERE A EH. 
利用 对 合 ， 我 们 可 以 定义 及 上 的 简约 范 数 Nrd 和 简约 迹 Trd 
A: M8 e=at Pity t+ ji, 有 
Nrd z = zz = zz = a? — f?a — b+ ó?ab € F; 
Trd z = z +F = 2a. 
显然 ， Nrd 是 由 HO Fx 的 乘法 同 态 ， Trd H 到 F 的 一 
个 加 法 同 态 ， 选取 一 个 F 的 二 次 扩张 工 = Fa). 利用 将 i BUS 


HAE AFHASATRE SM 


Va 0X. 0 ^y 
(4 cu) Sim (7 S) 


r=at jb J(y-Ói) 
BAA a+ Bya to = fva) 
( 7+6va a-Bya/. 
这 样 我 们 把 五 = F{a,b} RAB) Mo(L) 中 去 . 容易 验证 ，Trd x 和 
Nrd z 恰好 是 x 所 对 应 矩阵 的 迹 和 行列 式 . 
设 FF 是 具备 正规 化 赋值 | |e 的 非 Archimedes AR, H 是 
五 上 的 四 元 数 代 数 ， 则 | | 可 以 扩充 成 H 上 的 赋值 |a, 即 


lzlz = |Nrd al”, red. 


将 H 中 赋值 不 大 于 1 的 元 素 全 体 记 作 On; py 表示 那些 赋值 < 1 
的 元 素 全 体 . Wp, 是 Op 中 唯一 的 极 大 理想 ， 并 且 它 还 是 主 理 
AB. dtm], On AS F 的 整数 环 OF, py BA pr, MH On/py 是 
QF/pe 的 次 数 为 2 的 域 扩 张 . BFR, {Phn Æ H POM 
一 个 邻 域 系 ， Or 是 即 开 又 紧 的 . H 中 的 单位 群 是 
UH = On - pg, 
FHA {1+pn} 是 H* 中 1 的 邻 域 系 ， W H” 为 D(F). W DIF) 的 
中 心 为 
Z'(F) = F*, 

A D(F)/Z'(F) 是 紧 的 . 因此 D(F) 的 光滑 表示 是 核 为 DF) 的 一 
个 开 子 群 的 一 个 有 限 维 表示 ， 且 它 是 可 容许 的 .我 们 将 研究 DF) 
的 可 容许 不 可 约 表示 ,对 DIF) 中 任 一 元 z, 以 ordrz 表示 使 得 r 
落 在 ph 中 的 最 小 整数 n. 

AF 的 一 个 零 阶 加 法 特征 标 v. 设 dyr BH 的 关于 加 法 特 
fE woTrd 自 对 偶 的 Haar 测度 ， 命 


dpz = |Nrd z|z'dyz, 
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它 是 D(F) 的 Haar WIRE. 对 D(F) 的 一 个 可 容许 不 可 约 表 示 p 和 
FX 的 拟 特 征 标 x, 考虑 下 面 形 式 寡 级 数 
» (/ p(z)x(Nrd z)u(Trd 2) ur, 


ncz z€D(F) 
ordyz=n 


由 于 Trd 和 Nrd 是 类 函数 ， 所 以 对 所 有 的 g € DU), 每 个 Un 的 系 
数 在 plo) 的 共 轰 作用 ( 即 左右 分 别 乘 以 plo) 和 plg) 下 不 变 . 
X p 是 不 可 约 的 ， 所 以 利用 Schur 引 理 可 知 ， 每 个 Un 的 系数 是 
一 个 纯 量 算 子 ， 我 们 形式 地 记 作 

- (x t, U)id = Í, P(z)x(Nrd z)y(Trd z)U* dpe, 


其 中 y Æ U 的 Laurent BA. 对 上 式 两 边 取 迹 得 ; 
W(X V,U) = - [ eax Nrd x)p(Trd z)U?"*dpz, ^ (5.1) 


其 中 cp = Trd p/ deg p 称 为 p 的 简约 迹 ， 通 过 直接 计算 可 以 证 明 , 如 
Rp 是 一 维 的 , 那么 存在 Fx 的 一 个 拟 特征 标 E, 使 得 c, = EoNrd , 
并 且 
YXP, U) = (a ~ 1)? ?T(Ex, Y, g U)T (Ex, v, U); 
MR o 的 次 数 2, BA 4,0,9,U) BU 的 一 个 单项 式 . 因此 
voc V, U) TARA A PX) 中 至 多 有 一 个 极点 的 有 理 函 数 . 
p 在 D(F) 的 中 心 Z'(F) 上 的 限制 是 Fx 的 一 个 拟 特征 标 n. 
设 c 是 D(F) 上 的 一 个 函数 . 下 面 三 条 性 质 给 出 了 是 D(F) 的 一 
个 中 心 特 征 标 为 7 的 可 容许 不 可 约 表示 p 之 简约 迹 的 判别 条 件 : 
(1) c 是 D(F) 上 的 局 部 常 值 类 函数 ; 
(2) c 是 9 型 的 ， 即 对 任意 的 ue Z'(F),zeD(P 有 
c(ux) = n(u)c(z); 
(3) 对 任意 的 z,y € D(F), c 满足 函数 方程 : 


c(zzyz ^ 1)d*z = c(z)c(y), 
D(F)/Z'(F) 
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这 里 d*z = dpz/d'z, 而 d'r 则 是 使 得 Ur 的 测度 为 1 F* 上 的 
Haar WUE. 

我 们 更 深入 地 讨论 D(F) 上 的 类 函数 . 如 果 D(F) 中 两 个 元 素 

有 相同 的 简约 迹 和 简约 范 数 ， 则 我 们 称 它们 为 共 罗 的 . RAF, 
D(F) HIH Sg a ELM d 

(Nrd, Trd) : D(F) > F* x F 
的 像 所 参数 化 .一 个 FX x F PRICK (v,7) 不 在 此 像 里 的 充 要 条 
件 是 它 为 双 曲 的 ， 即 方程 


r? 一 Tr+u=0 


在 正中 有 两 个 不 同 的 解 . 于 是 ， 我 们 可 把 D(F) 的 类 函数 c MH 
在 双 曲 元 素 处 为 0 FX xF 上 的 函数 ， 由 此 y(x LU) 可 被 视 
为 cp 的 Fourier BR. 进一步 , 在 (5.1) 式 中 把 cp 换 成 c, 则 当 且 仅 
当 由 (5.1) 式 定义 的 函数 y(x VU) 满足 乘积 公式 (MP) (参见 82) 
时 ， 类 函数 c 满足 条 件 (3). 特别 地 ， 从 必要 性 可 得 一 个 从 D(F) 
的 可 容许 不 可 约 表示 的 等 价 类 到 GLF) 的 无 限 维 可 容许 不 可 约 
表示 的 对 应 ， 且 对 应 的 表示 有 相同 的 y 函数， 由 于 ,(x,0,U) 至 
多 有 一 个 极点 , 所 以 这 一 对 应 的 像 含 于 GLF) 的 离散 序列 表示 集 
里 .事实 上 ， 这 个 像 恰好 是 GL2(F) 的 所 有 离散 序列 表示 集 ， 从 比 
RS E P y 函数 可 以 看 到 ， 一 个 GLF) 的 特殊 表示 
m = c(ul| |, u) 

对 应 了 DF) 的 一 个 次 数 为 1 的 表示 pl [717 o Nrd. 对 超 尖 点 表示 
7, 利用 在 (5.1) 式 给 出 的 Fourier 变换 ， 不 过 这 里 要 把 Yo 换 成 Yr, 
我 们 可 以 得 到 FX x F 上 的 一 个 局 部 常 值 函 数 c 从 Y, 是 单项 式 
并 满足 (MF) REA, c 在 双 曲 元 素 处 为 0, 于 是 它 可 以 视 为 D(F) 
上 满足 条 件 (1) 和 (2) 的 类 函数 ， 又 因 函 数 y; 满足 (MF) XX, Br 
以 条 件 (3) 也 满足 ， 这 表明 coc, 总 结 上 面 讨论 ， 我 们 得 到 

定理 13 it 已 是 一 个 非 Archimedes 局 部 域 ， y(x. v, U) 是 
ACF) 上 的 有 理 函 数 ， 则 存在 DOF) 的 一 个 中 心 特征 标 为 n 的 可 
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容许 不 可 约 表示 p 使 得 7 = Yo 成 立 的 充分 必要 条 件 是 ? 至 多 
有 一 个 极点 ， 并 满足 具有 同样 特征 标 7 的 (MF) A. db y, 决定 
p HR. 
再 结合 定理 3, 就 得 到 了 

定理 14 (局 部 对 应 ) 设 矿 是 一 个 非 Archimedes 局 部 域 . 则 存 
在 一 个 从 DF) 的 可 容许 不 可 约 表示 的 等 价 类 到 GL) 的 无 限 
维 可 容许 不 可 约 表示 的 对 应 ， 使 得 对 应 的 表示 有 相同 的 y HR, 
RK, D(F) 的 次 数 为 ] 的 表示 对 应 了 GLF) 的 特殊 表示 ; 

D(F) 的 次 数 > 2 的 表示 对 应 了 GL(F) 的 超 尖 点 表示 . 

定理 14 的 第 一 个 结论 对 F= R 的 情况 也 是 成 立 的 ， 关 于 定 
理 13 和 定理 14 的 详尽 讨论 ， 读 者 可 以 参阅 参考 文献 [14], [15]. 

尽管 局 部 域 FF 上 一 个 四 元 数 群 D(F) 的 可 容许 不 可 约 表示 p 
没有 Whittaker 模型 ， 但 对 下 的 非 平凡 加 法 特征 标 v, 我 们 仍 可 定 
义 函 数 Lips) 和 e(p, v, s). 类 似 于 GL, 的 情形 ， 它 们 可 以 从 结合 
p 的 矩阵 系数 入 上 四 元 数 代数 上 的 Schwartz 函数 的 局 部 zeta 
函数 得 到 ， 同 结合 Whittaker 模型 的 积分 类 似 ， 这 些 局 部 zeta K 
数 也 有 解析 开拓 和 含有 工 因子 和 < 因子 的 函数 方程 ， 特 别 地 ， 

> -1 
Yo c v.s) = PE dep x v.s) 

其 中 ， 当 F 是 一 个 剩余 类 域 的 势 为 4 的 非 Archimedes 局 部 域 时 ， 
用 Yo(X,W,s) 代表 vo V. 75). 

现在 研究 玉 是 整体 域 时 的 情况 ， 设 瑟 是 上 的 四 元 数 代数 . 
ie D 为 四 元 数 群 Hx, Z' 是 D 的 中 心 ， 在 一 个 使 H 分 歧 的 位 v 
Kt, D(F.) 是 四 元 数 群 ， 而 在 使 H IESE v Hb, DF.) 同 构 
FH GLo(F,). 固定 这 些 局 部 同 构 ， 在 非 Archimedes 位 v 处 令 


| GLz(O,)， 车 五 在 v 处 非 分 歧 ; 
D(F,) FIERE, EH dE v 处 分 歧 . 
定义 阿 代 尔 群 D(AE) 为 {D(F,)} 关于 {D(O,)} 的 限制 直 积 .在 


D(O 
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分 歧 位 v Xb, LA Nrd, 表 简 约 范 数 ; 而 在 非 分 歧 位 v Ab, Nrd, 则 是 
行列 式 映 射 . 于 是 Nrd, 是 一 个 从 D(F.) 到 FX WA. 定义 整体 
简约 范 数 Nrd 是 从 D(AF) 到 Ip HA, "ERR r= (x,) € D(Ap) 
为 Nrdz = (Nrdoz,) € Ip. 

Bey 是 伊 代 尔 类 群 Ip/F* 的 一 个 拟 特 征 标 ， DP(4F) 上 的 函 
数 f 若 满 足 

(1) 对 任意 的 YE D(F), gE D(Ap). fü z € Z'(Ap), 有 


f(v92z) = n(z)f(g); 
(2) f 是 右 大 有限 的 ， 其 中 


K « [[«. 


是 D(F.) 的 标准 最 大 紧 子 群 K, 的 积 ， 则 称 f 是 D(Ap) 上 中 心 
特征 标 为 7 的 自 守 形 式 . 注意 ， 由 于 D(F) \ D(AE)/2'(AF) BE 
的 ， 所 以 这 里 可 以 不 加 增长 条 件 的 限制 . 记 这 些 自 守 形式 的 空间 为 
A(D(Ar),n). 对 Dr) 的 一 个 可 容许 不 可 约 表示 ， 如 果 存 在 特征 
n 使 得 它 是 D(AF) 在 A(D(Ar) n) 上 的 正则 表示 的 一 个 组 成 份 
子 ， 则 称 它 是 自 守 表示 . 

对 D(Ag) 的 一 个 可 容许 不 可 约 表示 r, 它 或 者 是 一 维 的 ， 即 
存在 Ir/F* 的 拟 特征 标 w, 使 得 x' = wo Nrd; 或 者 是 无 限 维 的 . 
Hr 是 无 限 维 时 , 它 是 D(F) 的 局 部 可 容许 不 可 约 表示 r 的 限制 
KER @@, m. 车 在 位 v 处 HW 非 分 歧 ， 则 DOS.) 同 构 于 GL2(F,), 
且 m 是 无 限 维 的 ， 若 在 位 v 处 H 分 歧 ， 则 D(F,)/2'(F,) BE 
的 ， 因 此 n; 是 有 限 维 的 ， 每 个 r' 都 结合 了 工 因子 和 上 因子 ， 定 
义 

Les) IZ,s), e(n',s) = TT eta! v, s), 


RP Y= [Ies 是 在 FEE RIO —S Ap 的 非 平凡 加 法 特征 标 . 
用 H(AF) 上 的 Schwartz 函数 可 定义 zt 结合 的 整体 zeta A. Fi 
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用 这 个 zeta 函数 ， Jacquet 和 Langlands” 给 出 结合 r 以 及 结合 
其 逆 步 表示 T 的 厂 函 数 的 解析 性 质 ， 即 

定理 15( 整 体 函 数 方程 ) R FARRA, T X D Ap) 的 无 
限 维 可 容许 不 可 约 自 守 表 示 .， 则 Lr, s) L(T,s) 在 整个 5 平面 
LA SHAG, CMR RAAB 

L(n',s) = e(n', s) L(2',1 — s), 
并 且 ， 当 FF 是 数 域 时 ， 它 们 在 任意 有 限 宽 的 坚 带 区 域 中 有 界 ， 当 
FRAR ROPA q 的 函数 域 时 ， 它 们 是 gr-s 的 多 项 式 . 

设 x 是 IF/F* 的 伊 代 尔 类 特征 标 ， 显 然 ，7' 被 x 扭曲 后 结 
合 的 二 -函数 也 有 与 上 面 结论 相同 的 性 质 ， 从 定理 14 和 定理 12 看 
出 ， 存 在 一 个 GLz(4F) 的 可 容许 不 可 约 尖 点 表示 r = Qm, 使 
得 在 H 非 分 歧 的 位 "处 ，m = hs 而 在 A 分 歧 的 位 wv Ab, no 和 
T, 满足 局 部 对 应 ， 于 是 对 任意 的 Ip/ F* 的 拟 特征 标 x 有 


Lr &x.s) = L(n' Q x, s). 


这 就 导出 了 一 个 从 DF) 的 无 限 维 可 容许 不 可 约 自 守 表 示 的 等 价 
类 集 到 可 容许 不 可 约 尖 点 表示 类 集 的 单 射 ， 其 中 ,这 些 尖 点 表示 在 
使 H 分 歧 的 位 处 的 分 支 是 离散 序列 表示 . 利用 迹 公式 ，S. Gelbert 
和 H. Jacquet/?] 证 明 这 个 单 射 同时 也 是 个 满 射 ， 总 结 一 下 ， 就 是 
下 述 定理 . 

定理 16(MAMH) RF AK, HEF LOO AKK 
x, D-H". RS Kc FORMER H FARA AR, RI 
存在 一 个 从 D Ap) HP SHEA m HRERTRERT AF 
表示 的 等 价 类 业 到 GLo(Ap) 的 中 心 特征 标 为 的 可 容许 不 可 约 类 
点 表示 类 集 的 一 个 双 射 其中， 这些 尖 点 表示 在 9 中 的 位 处 的 局 
部 分 支 是 离散 系列 表示 ， 并 且 ， 著 


T =Q, T 
是 D(AF) 的 一 个 这 样 的 表示 ， 7 二 Qr, A3 £9 GLy(Ap) 的 
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表示 ， 则 当 位 vgS 时 ，ms 5m, Pj; S4dvceSuH, n, 5m, 
有 一 个 局 部 对 应 ， 特 别 地， 对 任意 的 IFE/FX 的 拟 特征 标 x, 有 


LT xs) 2 Lr Rx s), em Oxs) = e(1Q x, s). 
74 H Wu PY Br oR, EER AT INT D 


PUB H0 AR IPG EE GLo(Ar) 的 所 有 中 心 特 征 标 为 7 且 至 少 有 
两 个 局 部 分 支 是 离散 序列 表示 的 可 容许 不 可 约 尖 点 表示 全 体 . 
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SLB 应 ”用 


这 一 章 的 目的 是 向 读者 描述 如 何 把 前 八 章 所 讨论 的 数论 结果 
用 于 解决 现实 生活 中 的 实际 问题 . 我 们 所 讨论 的 问题 是 从 通讯 网 络 
中 产生 的 : 在 一 定 经 费 条 件 限制 下 ,如 何 建立 一 个 效率 高 的 网 络 . 
本 章 要 求 读者 具备 一 定 的 图 论 知 识 ， 对 于 不 熟悉 图 论 的 读者 ， 可 以 
参阅 有 关 书 籍 . 由 于 图 论 的 参考 文献 很 多 ， 所 以 我 们 在 此 就 不 推荐 
参考 书目 了 . 


81 扩展 图 ， Kazhdan 性 质 T 和 特征 值 


一 个 通讯 网 络 可 以 用 一 个 有 限 图 G 来 表示 . 一 个 有 效 的 网 络 意 
味 着 它 可 以 把 从 一 个 顶点 发 出 的 信息 很 快 地 传送 到 全 部 网 络 上 . 
如 何 用 数学 来 刻画 此 事 呢 ?我 们 知道 电讯 号 的 传送 速度 非常 快 ， 
因此 影响 信息 传送 的 主要 因素 是 途中 所 经 过 的 中 转 站 ( 即 图 4 中 
的 项 点) 的 接收 与 发 送 ， 所 以 ， 两 点 间 传 送信 息 的 速度 主要 依赖 于 
两 点 间 中 转 站 的 数目 . 当 向 整个 网 络 传送 信息 时 ， 一 个 好 的 网 络 应 
该 是 每 一 站 都 能 向 尽 可 能 多 的 其 他 站 发 送信 息 ， 用 图 论 的 话说 , 
就 是 图 中 的 每 个 顶点 有 尽 可 能 多 的 邻 点 ， 例 如 图 5 所 代表 的 网 络 
中 ， 当 我 们 从 4 点 发 出 信息 时 ， 要 达到 全 部 网 络 需要 4 次 传送 ， 
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但 如 果 把 4 和 B 点 联结 起 来 ， 则 至 多 只 需 两 次 传送 即 可 把 从 A 
点 传 出 的 信息 发 到 网 络 中 的 任何 一 点 . 于 是 , 为 了 反映 网 络 的 有 效 
TE, 我 们 引 人 一 个 伸缩 系数 的 概念 ! 对 图 G 的 一 个 顶点 集 OX, 定义 
它 的 边界 OX 为 在 关 之 外 ,， 且 与 XX 中 的 某 些 点 相 邻 的 顶点 集 . 图 
G 的 伸缩 系数 定义 为 


其 中 OX HGB G 的 所 有 不 超过 G 的 一 半 的 顶点 子 集 ， 对 一 个 及 
个 顶点 的 完备 图 G， 
1 Hn 是 偶数 
-| (n-2/( - D， 若 是 奇数 


不 过 在 一 般 情 况 下 ， 我 们 基本 上 总 有 0<c<1. 车 G 有 nn 个 顶 
点 ， 每 个 项 点 至 多 有 上 个 邻 点 ， 则 对 任意 的 0< c < ce 我 们 称 6 
是 一 个 (n,k,c -扩展 图 . 

尽管 当 网 络 是 一 个 完全 图 时 信息 的 传送 是 非常 有 效 的 ， 但 它 
即 不 经 济 也 不 现实 . 事实 上 ， 对 固定 的 项 点 数 n 和 最 大 邻 点 数 
我 们 和 希望 找到 那些 具有 大 的 伸缩 系数 c 的 扩展 图 . 或 更 好 一 些 , 构 
造 无 限 多 个 具有 相同 的 上 和 很 大 的 伸缩 系数 的 扩展 图 . 一 般 而 言 ， 
如 果 一 个 图 是 一 个 随机 图 ， 那么 它 的 伸缩 系数 通常 是 比较 好 的 . 然 
而 ,确定 一 个 图 的 伸缩 系数 是 一 件 非 常 困难 的 事情 ， 因此， 精确 构 
造 好 的 扩展 图 是 十 分 有 意义 的 ， 在 过 去 的 20 年 中 ， 产生 了 两 种 系 
统 构 造 扩 展 图 的 方法 . 在 此 我 们 简单 地 概述 一 下 . 

第 一 种 方法 是 用 Kazhdan 性 质 T， 对 一 个 局 部 紧 群 ,如 果 
它 的 平凡 表示 孤立 于 它 的 其 他 西 表示 ， 则 我 们 称 群 H Kazhdan 
TER T. 衡量 平凡 表示 与 其 他 表示 的 差距 ， 我 们 采用 一 种 所 谓 的 
Kazhdan 常数 <, 表示 的 拓扑 类 似 于 “ 紧 开 ” 拓扑 ， APET HE 
成 元 集 扮演 了 紧 集 的 角色 .因此 ， 平凡 表示 与 其 他 表示 的 差距 ， 即 
e, 仅 依赖 于 六 的 生成 元 的 选取 . 

利用 Kazhdan # T 来 构造 扩展 图 是 由 Margulis 在 1975 年 
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首先 提出 的 ， 在 参考 文献 [19] 中 ， 他 利用 r = SL2(Z) x Z? 来 构 
ERAR k= 5, 伸缩 系数 = 心 /2 KH, 其 中 RMT 的 四 个 
生成 元 产生 的 Kazhdan 常数 ， 这 4 个 生成 元 是 用 来 定义 他 的 这 个 
图 的 ， 可 惜 的 是 ， 他 没 能 算出 s. 1981 年 ， Gabber 和 Galil?! 3 
用 同样 的 方法 但 选取 了 另外 4 个 生成 元 构造 了 一 类 新 的 k= 5 的 
Pa, 并 且 他 们 成 功 地 算出 伸缩 系数 . 从 那 以 后 ， 又 有 了 一 - 些 类 似 的 
构造 改进 了 伸缩 系数 . 

第 二 种 方法 是 借助 于 G 上 Laplace 算 子 的 最 小 正 特征 值 A. 
更 精确 地 讲 ， 视 G 为 一 个 一 维 单 复 形 ， 以 Co(G) 表示 G 的 顶点 
的 函数 空间 ， CG) 表示 G 的 边 的 函数 空间 .定义 一 个 由 C? (G) 
到 C'(G) 的 线性 映射 d 为 

(df) (e) = f(e*) - f(e7), e ÆG 的 任意 一 条 边 . 

这 里 ， 我 们 对 每 条 边 选择 了 一 个 方向 ， e+ 和 e- 分 别 表示 边 e 的 
终点 和 起 点 . 我们 用 d 表示 映射 d 的 伴随 上 映射， 在 我 们 这 种 情况 
ERA d HH. Laplace 算 子 A EXA d'd. 由 简单 的 计算 可 以 
很 容易 地 看 出 ， 如 果 我 们 取 G 的 顶点 的 特征 函数 为 CG) 的 基 ， 
那么 A 可 以 用 D ~- 4 来 表示 ， 其 中 DOW A 均 为 方 阵 ， 它 们 的 元 
素 是 由 G 的 顶点 所 决定 的 ，D 称 为 G 的 次 数 和 矩阵 , 它 是 一 个 对 角 
和 矩阵 ， 其 对 角 元 素 是 C 的 顶点 的 邻 点 的 个 数 ( 称 为 次 数 )，4 被 称 
为 邻接 矩阵 ， 其 zy 处 的 元 素 恰 为 由 顶点 z 到 y 的 边 的 个 数 . 

习题 i FG) 为 定义 在 G 的 顶点 上 的 实 值 函数 空间 则 A 可 视 
AF(G) 上 的 线性 算 子 


(Af)(z = Dis) 


HR y GR G 中 所 有 z 的 邻 点 ， 
特别 需要 指出 的 是 A 不 依赖 于 G 上 边 的 方向 的 选取 . 设 了 是 
A 的 一 个 特征 函数 ， 特 征 值 是 A, 则 利用 COG) 上 的 内 积 (，》 由 


AU, f) = (AF, f) = (ddf) 
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可 得 入 > 0. Te (B aE 0 的 特征 函数 ， 因 此 我 们 可 
以 将 G 的 nn 个 特征 值 排列 如 下 
0 = ào < ài < o X ao. 


RE n 是 图 G 的 顶点 个 数 ,， 假定 G 是 连通 的 ， 则 0 是 一 个 重 数 为 
1 的 特征 值 ， 故 和 > 0. 
Tanner 在 1984 年 利用 A, 给 出 了 伸缩 系数 c 的 一 个 下 界 : 
定理 109] 假定 每 个 顶点 的 次 数 都 不 超过 k. 则 
2A 


> 
EZ EEO. 


由 此 我 们 可 以 看 出 Ai BK, G 的 伸缩 系数 越 大 . 

反 过 来 ， Alon 和 Milman 在 1985 年 证 明了 A, 有 一 个 用 c 表 
ASTRA. 

定理 20 >. 

从 上 面 的 讨论 可 以 看 出 ， 利 用 Kazhdan 性 质 了 的 方法 存在 两 
个 困难 : 其 一 是 它 不 能 像 定理 1 那样 用 Kazhdan 常数 给 出 伸缩 
系数 c 的 界 , 其 二 是 计算 « 是 很 困难 的 . 因此 第 二 种 方法 就 更 显得 
有 效 ， 特 别 是 我 们 可 以 给 出 A 的 界 ， 从 而 就 可 以 得 到 e 的 估计 . 
在 84 里 ， 我 们 将 介绍 几 种 构造 具有 很 大 和 的 图 的 方 沪 . 此 外 ， 
Alon 和 Milman 找到 了 A, 和 «之 间 的 联系 , 我 们 现在 解释 一 下 . 
设 荆 是 具有 Kazhdan 性 质 T 的 可 数 离散 群 ，5 = 5-! Br fj 
生成 元 构成 的 对 称 集 . 用 A 表示 从 S 导出 的 Kazhdan 常数 . “ar 
ET HARAR, SE SERN Ir >T KN. AG 取 作 具有 
生成 元 S 的 Cayley AT. 换 句 话说， G 的 顶点 是 下 中 的 元 素 ， 
MreG 的 邻 点 集 为 z5. 

定理 3l! A(G) > x. 

这 个 定理 可 以 视 为 对 « 的 一 个 上 界 估计 ， 同时 它 也 可 以 看 成 
是 构造 一 类 有 无 限 多 个 图 的 途径 ， 这 些 图 的 最 小 非 零 特征 值 一 致 
地 受 图 于 一 个 下 界 . 有 关 这 一 节 和 下 一 节 内 容 的 更 详细 的 讨论 ， 读 


vi 
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者 可 参阅 Bien 的 文章 9) 和 Sunada 的 文章 91:221. 


注释 ”关于 流 形 的 Laplace 和 Kazhdan ftf T 

这 一 节 的 许多 想法 和 结果 均 来 自流 形 ， 在 此 我 们 仅 举 两 个 例 
T. WM 是 一 个 维 数 为 n 的 紧 Riemann HB. 与 图 的 伸缩 系数 
对 应 的 是 M 上 的 Cheeger 系数 , 其 定义 如 下 : 
inf area (S) 
'$ min (vol (Mi), vol (M3)) " 


其 中 5 跑 遍 M 的 这 样 一 些 (n — D-HET VUE. CEM 分 成 两 部 
分 M, 和 M 且 使 得 至 少 有 一 部 分 的 体积 有 限 (此 时 ， SA M, 和 
M2 的 公共 边界 ) EAP S 的 “面积 元 ”由 M 的 体积 元 导出 . 
流 形 M 上 的 Laplace 算 子 A 同样 也 是 用 dd 定义 的 ， 其 中 d 
是 可 微 函 数 上 的 微分 算 子 在 M 上 OL? 函数 上 的 推广 ， A 入! 定义 为 


f, jane 
Àl = inf 


MS 


Lear REWLESTEEITIAT INE 


"E 


1970 年 ， Cheeger 证 明了 下 面 不 等 式 ， 
定理 4I9 A > - 
定理 2 中 关于 图 的 界 与 上 面 结论 非常 接近 . 


联系 流 形 的 Kazhdan 性 质 T, Brooks] 证 明了 下 面 这 个 与 定 
理 3 类 似 的 结果 . 


定理 54] 设 M 是 一 个 紧 Riemann 流 形 . 假定 它 的 基本 群 
Ti(M) 有 Kazhdan tÅ T, 则 存在 常数 Cc > 0, 使 得 对 A 的 任意 有 


C = 
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RAŠ M', XD) 2c 


§2 正则 图 的 谱 


首先 ， 我 们 提醒 读者 ， 如 无 特殊 说 明 ， 我 们 这 里 研究 的 图 都 是 
有 向 的 ， 即 每 条 边 是 有 方向 的 . 对 有 向 图 的 顶点 ， 我 们 称 进入 这 一 
点 的 边 的 条 数 是 该 点 的 入 次 数 ， 由 此 点 出 发 的 边 的 条 数 为 其 出 次 
数 . 

为 了 简单 起 见 ， 我 们 仅 考 虑 有 正则 图 , 即 ， 在 每 个 顶点 处 ， 入 
次 数 = 出 次 数 =k. 正则 图 G 的 次 数 和 矩阵 DD ARR RE kI, 而 
Laplace 4 P A = D — A, s 


` = 大 -二 的 第 二 大 特征 值 . 


邻接 矩阵 4 = ACG) 的 特征 值 称 为 G 的 谱 ， 当 G 是 大 正则 时 ， A 
的 每 一 行 ,， 每 一 列 的 元 素 加 在 一 起 均等 于 k, 因此 大 是 4 的 一 个 特 
征 值 ， 对 应 的 特征 函数 是 G 上 的 常 值 函 数 . 它 对 应 了 Laplace 算 子 
A=kI-A 的 0 特征 值 ， 可 以 看 出 ，4(G) 的 任何 特征 值 和 满足 
IA} X k. EXE, 设 f A= 4(G) 的 一 个 有 特征 值 和 的 非 平凡 的 
特征 函数 ， 假 定 的 绝对 值 在 顶点 z 处 达到 最 大 值 ， 则 f(x) £0. 


进而 ， 
Af(z) = = fü. 


ry 
对 上 式 两 边 取 绝对 值得 
IALfG)I < >》 1fG)I < AIF (a), 


zy 
XA f(x) 2 0, 从 而 JA] < k. 
对 一 个 图 G, 若 G 的 顶点 可 以 分 拆 成 + 个 不 相交 的 点 集 Vise, 
Vi, BOHER i € Z/rZ, 由 PI AR Re — EE View 
中 ， 则 我 们 称 这 个 图 为 7- 可 分 的 . 假定 G 是 7- 可 分 的 ， 和 是 G 的 
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一 个 特征 值 ， / 是 其 对 应 的 非 平 凡 特征 函数 . YE C 是 任意 一 个 7 
次 单位 根 ， 定 义 G 的 顶点 函数 J 为 EV 中 的 顶点 x 上 ， 定 义 
f(z) = Cif (x). 于 是 对 任意 的 ze V, 


)= 3 f() = CU MT fü) 


r—y my 
= CM (Afr) = CT Afr) = Afla). 
由 于 此 式 对 所 有 的 ieZ/rZ 成 立 ， 所 以 我 们 就 证 明了 了 是 一 个 上 4 
的 特征 值 为 CA 的 特征 函数 . 
特别 地 ， 若 G 是 天 正则 的 7- 可 分 图 ， 则 对 任意 的 7 次 单位 根 
C. Ck 是 A(G) 的 特征 值 ， 称 Ck 为 G 的 平凡 特征 值 , 其 余 的 为 非 
平凡 的 ， 对 一 个 大 -正则 图 G, 命 
MG) = 4(G) 的 非 平凡 特征 值 的 绝对 值 中 的 最 大 者 . 


W A(G) > 一 入 ,现在 的 任务 是 构造 具有 小 AG) W k- EWA. 

AG) 不 仅 与 G 的 伸缩 系数 有 关 (我 们 将 在 88 里 论述 ) mA 
它 还 反映 了 G 的 许多 重要 信息 ， 例 如 ， 它 给 出 了 G 的 直径 ， 即 G 
中 顶点 间 的 距离 的 上 界 . 车 G 代表 一 个 通讯 网 络 ， 则 它 的 直径 是 
传送 延误 的 一 种 度量 ， 更 精确 的 描述 是 下 面 这 个 由 Chung 证 明 的 
定理 : | 

定理 6l?) 设 G 是 一 个 有 nn 个 顶点 的 无 向 的 上- 正则 图 ， 则 GG 
的 直径 < (logn — 1) )/ log —— XGY 


因此 AG) 越 小 ， 则 图 的 直径 越 小 、 这 给 出 了 另 一 个 我 们 为 什 
么 要 构造 具有 小 A 的 正则 图 的 原因 . 

A(G) 能 够 有 多 小 呢 ? 若 G 是 大 正则 的 , 且 邻 接 和 矩阵 4 = AG) 
可 以 被 一 个 西 矩 阵 对 角 化 , 则 4 A 的 迹 是 nk BA A 的 特征 值 是 
A 的 特征 值 绝对 值 的 平方 . 因此 ,如 果 G 又 是 -可 分 的 , Din >rk 
H rk? + (n= r)A(G)? > nk, 进而 导出 下 面 这 个 AG) 的 平凡 下 界 : 
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对 无 向 图 的 一 个 非 平凡 下 界 是 由 Alon 和 Boppana 给 出 的 (参见 
考 文献 [18]) : 
定理 7(Alon-Boppana) 对 一 个 无 向 大 正则 图 G, 我 们 有 
liminf A(G) > 2VK-1, |G|- oc. 


车 G 为 一 有 向 的 上 正则 图 ， 其 对 应 的 矩阵 4 = AG 2 可 以 被 
西 矩 阵 对 角 化 ， 则 同样 的 下 恤 也 成 立 . 这 是 因为 无 向 偶 图 结合 的 邻 


sema (7^ 2) 其 特征 值 为 EAL 其 中 入 跑 遍 A 的 所 有 特征 


值 . 由 上 面 定理 看 出 ， HAG) < 2E T, 则 我 们 可 以 说 大 正则 图 
G 的 特征 值 很 小 ， 按 照 Lubotzky-Phillips-Sarnak"9], 若 图 G 满足 

(1) G 是 上 -正则 的 ; 

(2) A(G) € 2Vk — 1; 

(3) A(G) 可 被 酉 矩阵 对 角 化 ， 

则 我 们 称 G 是 Ramanujan 图 ， 由 于 一 个 上 正则 7- 可 分 的 Ra- 
manujan 图 可 以 由 无 向 ~- 可 分 的 Ramanujan 偶 图 生成 ， 于 是 上 面 
的 定义 可 以 包含 有 有 向 图 . 

注 对 于 一 个 无 向 图 G, 因为 4(G) 是 对 称 的 ， 故 它 可 被 正 交 
矩阵 对 角 化 ， 因 此 ， 上 述 第 三 个 条 件 自 动 满足 ， 另 一 方面 ， 当 我 们 
去 掉 AG) 可 被 西 矩 阵 对 角 化 这 个 条 件 而 简单 代 之 以 4(G) 可 被 对 
角 化 这 一 条 件 时 ， 定 理 7 RRR. BEL, RNA FR 
Bp. SMM HA 

EM] 给 定 整数 fk 则 存在 无 限 多 个 AEM, 六 可 分 
的 有 向 图 Jt AT IE AE PET xp HU, Bon d es aE 凡 特 征 值 均 在 单位 
Wy. 特别 地 ， 当 G 跑 遍 所 有 邻接 答 阵 可 对 角 化 的 太 正 则 7- 可 分 
B, 

lim inf A(G) -]. 


G|—oo 


Ramanujan 图 在 通讯 网 络 、 极 图 理论 ， 以 及 计算 复杂 性 等 领域 
中 有 着 广泛 的 应 用 ， 虽 然 随 意 取出 的 一 个 正则 图 有 极 大 的 可 能 
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性 是 Ramanujan 图 , 但 是 要 验证 一 个 图 是 否 是 Ramanujan 图 却 是 
一 件 很 困难 的 事 . 因此 , 精确 地 构造 Ramanujan 图 是 十 分 必要 的 . 

到 目前 为 止 ， 我 们 已 有 三 种 系统 的 方法 来 构造 Ramanujan 图 ， 而 
县 它们 都 是 借助 于 数论 方法 产生 的 ， 我 们 将 在 83 ~ 85 三 节 中 逐个 


介绍 . 


83 ”由 四 元 数 群 构造 Ramanujan 


在 这 一 节 中 , 我 们 所 构造 的 Ramanujan 图 是 一 个 (g+1) -正则 
图 , 其 顶点 是 一 些 四 元 数 群 的 阿 代 尔 点 的 双边 陪 集 , 其 中 ,9 是 一 个 
RAM BF. 利用 Hamilton 四 元 数 群 来 构造 Ramanujan 图 的 
想法 可 追溯 到 Eichler 和 Brandt, 但 第 一 个 采用 此 方法 精确 构造 出 
Ramanujan 图 的 是 Margulis2o, 而 Lubotzky, Phillips 和 Sarnakl!8) 
也 独立 地 做 出 了 同样 的 工作 . 

给 定 一 个 素数 p WH EQ 上 的 四 元 数 代数 ， 且 它 在 oo 处 
P, Æ p 处 非 分 歧 ， 设 D 是 HH FEM. WILK, 是 D(AQ) 

q 


的 标准 最 大 紧 子 群 的 一 个 开 同 余子 群 ， 使 得 K, = D(Z,) A 
Nrd( IT &) = [Jun 
q q 
& SD Ah D 中 简约 范 数 为 1 的 元 素 组 成 的 子 群 ， 关 于 SD 利用 
UT PE DE 
D(4q) = D(Q)- D(R)D(Q,) |] &,, 
q 


从 而 有 下 面 关 系 
X =D(Q)\D(Ag)/D(R) [] K,2'(AQ) 


q 
&IND(Q,)/D(2,) 2'(Q,) 
=I\GL2(Q,)/GL2(Z,)Z(Q,), 
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其 中 人 = DQ) TI Ks 是 
D(z[5]) = PWN n po 


的 同 余子 群 ， 这 里 D(z[7]) Æ DQ) = GLo(Q,) 的 一 个 高 散 子 
Be FOH 在 oo 处 分 歧 ， 故 集 X 是 有 限 的 ， 为 了 定义 X 上 的 
图 ， 我 们 先 来 研究 GL2(Qp)/GL2(Zp)Z(Q;) 
每 一 个 GLz(Qp) 中 的 矩阵 
a b 
(: a) 
都 对 应 了 一 个 秩 2 的 ZA, REN 


eO 


换 名 话说 ， 它 对 应 了 一 个 Q2 中 的 格 L= Ze Ze B 
GL2(Qp) 中 的 矩阵 gi, go 对 应 同一 个 格 的 充分 必要 条 件 是 gr! gy c 
GL;(Z,). 因此 我 们 可 以 将 GL2(Q,)/GL2(Zp) WA Q2 中 的 格 集 . 

对 两 个 格 L! 和 Lo, 如 果 存 在 非 零 元 ze Qp, 使 得 Li = rL2, 则 称 
LL, 等 价 . 因此 ， GL2(Q,)/GL2(Z,)2(Q,) 参数 化 Q 中 格 的 等 
价 类 集 . 将 每 个 等 价 类 视 为 顶点 ， 两 个 顶点 相 邻 的 充分 必要 条 件 是 
在 它们 对 应 的 两 个 格 L1, Ls H, Ly BL, 指数 为 p 的 子 格 . me 
RH, WA pL; 是 L 的 指数 为 p 的 子 格 ， 因此 我 们 得 到 了 一 个 无 


向 图 .可 以 证 明 
(a b 
e (2 1) 
对 应 顶点 的 邻 点 是 
[pu (19 
ig :) (0<u<p-1) 和 i (s p) 


对 应 的 顶点 ， 因 此 GL2(Qy)/GL2(Z,)Z(Q,) 是 一 个 无 限 (p 二 让- 正 
则 树 ， 它 是 任意 (p + 1)- 正 则 无 向 图 的 通用 覆盖 . 更 详细 的 介绍 可 
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参阅 参考 文献 28]. 

群 王 通过 左 变换 作用 在 GL.(Q,)/GL2(Z,)Z(Q,) 上 ， 其 商 是 
一 个 图 ， 我 们 记 作 X. 由 于 广 包含 了 拨 元 素 ， 故 计算 重 数 后 ， 六 
是 一 个 (p 十 了 -正则 图 . 

HX bMS, 我 们 将 它 视 为 一 个 定义 在 D(A4Q) LAE 
D(R) 左 作用 及 [I K,Z'(Aq) 右 作用 下 不 变 的 自 守 形式 F. EE 
PE AX) 在 /上 的 作用 恰好 相当 于 Hecke $F T, €F HEN. 
因此 ， AX) 的 特征 值 正 好 是 T, 在 


Q)\D(4q) /DR) IL. zo 
上 自 宁 形式 空间 上 的 特征 值 ， 由 于 这 样 的 自 守 形式 有 平凡 的 中 心 
特征 标 ， 而 在 
D(Q)\ D(Aq) / D(R) [K2 a) 


上 的 自 守 形式 空间 可 分 解 为 一 些 子 空间 的 直 和 ， 子 空间 是 由 
D(Aq) 上 的 一 个 不 可 约 自 守 表 示 r 生成 Er MM 是 一 维 


的 ， 则 w 在 
Nrd (om Iz) 


上 平凡 ， 后 者 包含 了 Rvo- IA. HT Ig = Q*-Ryy- ITA Br 


以 w 是 一 个 平凡 特征 标 ， 其 对 应 的 自 守 形式 空 s 间 是 一 一 维 的 ， 它 由 
D(Aq) 上 的 常 值 函 数组 成 ， 这 些 常 值 函数 都 是 T, 的 特征 函数 ， 
对 应 的 特征 值 是 p+1. 出 现在 分 解 中 的 剩 下 表示 x 是 无 限 维 的 . 
命 


T =Q, T, 


是 这 样 一 个 表示 . Wro 是 DR) 的 一 个 平凡 表示 ， 而 且 ， 按 照 局 
部 对 应 ， 它 对 应 了 一 个 权 为 2 的 GL(R. R) 的 离散 系列 表示 ro. 于 
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是 由 第 八 章 85 定理 16 4L s 对 应 的 GLz( 4a) 的 整体 表示 
T= ED 
是 由 一 个 权 为 2 的 尖 点 形式 f 诱导 出 的 。 T, 在 位 于 v 的 表示 空 
间 中 的 
D(Q)\ D(AQ) / DR) [| Ez"(49) 
q 


上 的 自 字 形式 上 作用 的 特征 值 与, 在 f 上 作用 的 特征 值 是 相 
同 的 .由 被 Deligne 证 明了 的 Ramanujan-Petersson 猜想 (第 七 章 
§3 定理 6) 知 ， 上 述 特征 值 满足 

l| < 2Vp = 2VE 1. 


我 们 已 经 证 明 AX) 有 一 个 等 于 大 = pt 的 特征 值 ， 故 剩余 的 特 
征 值 的 绝对 值 均 < 2Vk — 1. 这 就 证 明了 下 述 定理 . 

定理 8 AX X — ^e (p 1)-4E 8] Ramanujan B. 

Mestre 和 Oesterlé 在 (7) 中 选取 H 为 仅 在 oo 和 一 个 关 p 的 
素数 C 处 分 歧 的 四 元 数 代数 He, 相应 的 双 陪 集 空间 总 是 在 右 并 . 模 
去 实 点 和 在 非 Archimedes 位 处 的 标准 最 大 紧 子 群 的 积 ， 然 后 命 
趋 于 无 穷 ， 借 此 构造 出 (p 1) -正则 Ramanujan 图 .利用 这 一 方法 
他 们 得 到 了 无 限 多 个 这 样 的 图 ， 然 而 ， Margulis??!, X Lubotzky, 
Phillips 和 Sarnakltl8] ( 亦 可 参阅 参考 文献 [了 ]) 则 取 H 是 Hamilton 
四 元 数 ， 他 们 通过 在 六 的 同 余 子 群 上 讨论 而 得 到 无 穷 多 个 (p+ 1)- 
正则 Ramanujan Fd. 一般 而 言 ， 我 们 既 可 以 通过 四 元 数 代数 ， 也 
可 以 通过 同 余子 群 来 构造 无 限 多 的 Ramanujan B. 不过， 采用 高 
阶 辣 余子 群 的 一 个 好 处 是 可 以 避免 重 边 ， 即 最 后 得 到 的 商 图 是 真 
正 的 (q + 了 -正则 图 . 

HER Q 被 换 成 有 限 域 上 的 单 变 量 函 数 域 时 ， 也 有 同样 的 结 
论 成 立 . 这 是 因为 Drinfeldl9] 证 明了 关于 函数 域 上 GL; 的 Ramanu- 
jan 猜想 ， 从 而 所 得 的 图 一 定 是 Ramanujan R. 有 关 详 情 可 见 Mor- 
genstern 的 文章 站 这样 构 造 的 图 要 求 = g 十 1, 其 中 9 是 一 个 
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素数 的 寡 ， 在 参考 文献 [27] H, Pizer 利用 经 典 Hecke 算 子 在 一 些 
权 为 2 的 theta 级 数 空 间 上 的 作用 来 构造 (p+ 1)- 正 则 Ramanujan 
图 ， 不 过 其 中 需要 容许 有 重 边 . 


§4 由 有 限 交 换 群 构造 Ramanujan 图 


在 这 一 节 中 ， 所 构造 的 Ramanujan 图 的 顶点 是 有 限 交 换 群 中 
的 元 素 ， 我 们 首先 利用 交换 群 来 构造 正则 图 ， 设 G 是 一 个 有 限 
AREE, S 是 G 的 上 元 素 集 ， 利用 9 我 们 定义 两 个 大 正则 图 ,分 
别称 为 和 图 X,(G,5) MEA X4(G, S). 对 ze G, CE X. (G, SE 
文 a(G,5)) 中 的 外 邻 点 是 G 中 那些 元 素 HE rey € S( 或 y~z E€ 
S), 即 ye-z+3( 或 z+5). 由 定义 可 以 看 出 ， 和 图 是 无 向 的 ， 而 
差 图 一 般 来 说 是 有 向 的 ， 当 且 仅 当 S 是 对 称 ， 即 S= -5 时 ， 差 
图 是 无 向 的 .这 样 构造 的 和 图 与 差 图 有 很 好 的 性 质 ， 对 G 的 一 个 
特征 标 v, 命 

e(v,S) = 》 v(s). 
ses 

命题 1 (1) G 95544 EHR y HL. XQ(G,S) ARE 4d E 65 
特征 沪 数 ， 对 应 的 特征 值 是 e(w,5). 

(2) Æ e(W,5) = 0, A] y de $7! 3 X,(G,S) t ae 4E IE 
A(X) 的 特征 值 为 0 的 特征 函数 ; £ ely, S) £0, A) 

le(v, S)]v x e(v, S)y! 

是 A(X 5) 的 两 个 分 别 对 应 特征 值 为 telh, 5)| 的 特征 函数 . 

命题 2 (1) Xu(G,S) 和 X,(G,S) 的 邻接 短 阵 可 被 西 短 阵 对 
角 化. 

(2) Xa(G, S) 和 X,(G, S) 邻接 给 阵 的 特征 值 之 绝对 值 是 相等 
的 ， 均 为 PL , R P yB G 的 所 有 特征 标 . 

习题 2 证 明 命题 1 和 2. 
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因此 ， 如 果 我 们 能 找到 一 个 合适 的 有 限 交 换 群 G 和 G 的 一 个 
k- 元 素 子 集 S, 使 得 对 G 的 所 有 的 非 平 凡 特征 标 y, A 


You) < 2Vk- 1. 
sES 
那么 X,(G,S) 和 Xa(G, S) 一 定 是 Ramanujan 图 ， 这 就 把 一 个 组 
合 问 题 归结 为 一 个 特征 和 估计 问题 ， 于 是 我 们 可 以 应 用 第 六 章 83 
中 所 得 的 特征 和 估计 . 

首先 回顾 一 些 概念 . 设 下 是 一 个 有 g 个 元 素 的 有 限 域 ， 已 , 是 
F EKKA n 的 域 扩张 ，N。 EERS Ne yr 的 核 .假定 n> 2, 
4 UNS F, PER FE, = F(t) 的 一 个 元 素 ， 定 义 集合 

Sn 一 UG € FUfoo}}. 


t+a 


W Sn = +1. 由 第 六 章 83 定理 6M, 当 n = 3,4 i, X,(NS, Sn) 
和 Xa(Nn, Sn) 是 Ramanujan 图 . 事实 上 , "4n = 3 时 , 特征 和 的 界 
是 Va, 于 是 我 们 可 以 随机 地 添加 N 中 的 元 素来 扩大 S, 只 要 添加 
的 元 素 个 数 不 超 过 Jg 个 , 所 得 到 的 图 仍 是 Ramanujan 图 . 作为 第 
六 章 定理 7 的 一 个 推论 ， X(Fo, So) 和 Xalfa, So) 是 Ramanujan 
图 进一步， 由 第 六 章 定理 np 

As( Na x Fz, So) 和 Xa(N2 x Fz, S2) 
也 是 Ramanujan A. WY = {t+a:ac€ F}, 由 第 六 章 定理 11 & 
出 ， XX,(FXY,Y) 和 Xa( Fy’, Y) 是 Ramanujan 图 ， 进 而 取 F 中 两 
个 互 异 的 元 素 a Mb, $ 

Y' = ((a-cb-c):cz a,b, c€ F). 


则 X,(F* x F*,Y*) 和 X4(F* x F*,Y") 也 是 Ramanujan 图 . 
最 后 , 我 们 要 说 的 是 , 由 第 六 章 63 所 得 的 特征 和 的 估计 可 以 从 

F EWR SRA O 的 函数 域 的 伊 代 尔 类 群 的 特征 标的 研究 中 得 到 . 

lH, Su REF LA RK> G41 个 点 的 椭圆 曲线 E, 它 至 少 有 
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一 个 AR, BRATE FARA ( 当 g>5 时 ， 这 一 条 总 是 
成 立 的 ), ABA, RETURA Fox E(F) 来 构造 上 -正则 Ramanujan 
图 .由 曲线 的 Riemann 猜想 知 


g+1<k<gqt+1l+2Vg. 


当 9 是 素数 时 , 对 一 个 位 于 g+1 和 g+1+2V5 之 间 的 整数 上 ,存在 
一 条 在 上 有 大 个 点 的 椭圆 曲线 . 因此 ， 对 每 个 不 小 于 5 的 素数 p 
和 p+1 与 p+1 二 2VP 之 间 的 整数 ,总 有 一 个 -正则 Ramanujan 
图 ， 其 pk 个 顶点 可 用 椭圆 曲 线 构造 ， 从 对 小 整数 上 的 研究 我 们 
可 以 很 自然 地 作出 下 面 的 猜测 . 

猜想 对 每 个 不 小 于 6 的 整数 上 ,总 存在 一 个 由 桶 圈 曲 线 构造 
的 上 -正则 Ramanujan B. 

由 上 面 的 讨论 可 知 , 上 述 猜想 可 以 用 相 邻 素数 的 差距 来 表述 . 
以 ps RH n 个 素数 ， 则 上 述 猜 想 等 价 于 : 

THER! 对 充分 大 的 mn，pn+l — Pa £2 Jp. 

有 关 这 一 节 内 容 的 更 详细 的 情况 ， 读 者 可 以 参阅 参考 文献 [8] 
和 [15]. 
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在 这 一 节 里 ,我 们 将 利用 有 限 非 交换 群 来 构造 Ramanujan 图 . 
不 过 读者 可 以 从 中 看 到 这 里 仍 有 许多 前 两 种 方法 已 讨论 过 的 性 质 . 
因此 我 们 先 从 一 般 的 情形 开始 . 

设 G 是 一 个 有 限 群 ， KK 是 G 的 一 个 子 群 . 以 L(G) 表示 G 
上 的 复 值 孙 数 空间 ，L(G/K) 表示 由 在 KK LEX dg Br 
数组 成 的 子 空间 .对 一 个 天 -双边 陪 集 S Ksk, 我 们 通过 把 G 上 
的 函数 f 映 为 


(Asf)(z) - 3 f(y), zeG 


yes 
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来 定义 一 个 L(G) 上 的 算 子 As. 设 和 是 Ak 的 一 个 非 0 的 特征 
(i, f 是 对 应 特征 值 和 的 特征 函数 . 在 G 上 定义 hy 为 /在 K 上 
的 平均 

hy(x) = So f(zk) reG. 


ick 
W h; € L(G/K) B 
-eeh 
RE S jhr 位 于 Ak 的 0 特征 空间 Lo th. 
我 们 已 经 证 明了 
L(G) = L(G/K) Q Lo, 


其 中 每 个 子 空 间 在 G 的 左 变换 下 不 变 , 进一步 ，4s 在 Lo 上 的 作 
用 相当 于 OR FT, LIG/K) 是 45- 不 变 的 . 

我 们 假定 所 有 的 算 子 As 都 是 可 以 对 角 化 的 ， 而 且 两 两 交换 . 
由 于 Asf 就 是 f 与 SC! 的 特征 函数 的 卷 积 ， 我 们 的 假设 导出 由 
G 上 的 双边 K- 不 变 函 数组 成 的 卷 积 代数 L(K\G/K) 是 交换 的 . 
注意 ， 如 果 每 个 双边 陪 集 S 都 是 对 称 的 话 ， 即 S= S, 那么 我 们 
的 假设 自然 成 立 , 约定 G 在 L(G/K) 上 的 左 作用 为 : 对 ge G, 它 
ft feL(G/K) 上 的 左 作用 定义 为 


(9: f) (£) = f(g), zeG. 


这 样 L(G/K) BAF As 的 公共 特征 空间 的 直 和 ， 且 每 个 公共 特 
征 空间 在 G 的 左 变换 作用 下 不 变 ， 因此 L(G/K) 可 分 解 为 G 的 不 
可 约 表示 (Vr) WAM, BREF As 在 每 个 空间 V 上 的 作用 相当 
PHU PS As. 我 们 希望 找到 一 种 计算 As 的 方法 ， 记 G 的 单 
位 元 为 e. 
命题 3 (V) AG 出 现 于 L(G/K) 中 的 不 可 约 表示 ， 则 
0) € h E V 中 满足 hh(e) = 0 的 双边 KH X4, MA=O. 
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(2) 下 中 有 且 只 有 一 个 满足 h(e) = 1 的 双边 K-A% h. 
(3) 对 任意 的 ry EG, (2) POURRA BA 


Ki Y^ A(zky) = h(z)h(y), 


kek 
AUER K-RWERS=Ksk 有 
S = [Stbs| ^^ 


HP Stabs 由 使 得 Ksk = Ks 的 K vt k wm. 

证 设 / 是 了 中 一 个 非 0 函数 ， 且 存在 9e G 使 得 f(g) = 1. 
必要 时 将 f BÈ rS, 我 们 总 可 假定 f(e) = 1. 定义 

1 1 
h(z) = — = 一 
(0) = 2,102 KI 2 (a(S) (3). zeG. 

Whe V, 它 是 双边 有 -不 变 的 ， 且 满足 h(e) = f(e) = 1. 这 就 证 明 
了 (2) 的 存在 性 部 分 。 (2) 的 唯一 性 部 分 将 从 (1) 中 得 到 . 

Wh dE V 中 的 一 个 双边 天 -不 变 函 数 ， 则 对 任意 的 天 - 双边 陪 
Æ S = KsK, Ash = Ash. 固定 seG. 对 任意 的 ze G, RING 


1 Y y 
: h(zks) = | Stab s| h(zy) = | Stab Slt Ash) (x) 
yES 


"T: |X? |K]? 
Stab 
-| Te Asha), 
W x — e, W 
h(s) = Der Ashe) 


因此 对 所 有 的 s € G, 只 要 h(e) = 0, 就 有 Als) = 0. 这 就 证 明了 
(1). 假定 Ale) = 1, 由 上 述 方程 即 可 导出 


Stab 
h(s) 一 | a s. 


于 是 ， 对 任意 的 x,y € G, 有 


第 九 章 应 m 337 


(rky) = h(z)! 
val a zky) = h(z)h(y), 
进而 As 即 是 所 需 ， 

注 如 果 我 们 在 Lo 中 到 双边 K-AR AR n. 则 同样 的 证 明 导 
H h= 0. 因此 Lo 中 没有 包含 非 平 凡 的 双边 天 -不 变 函 数 . 这 就 证 
明了 出 现在 Lo 中 的 表示 没有 -不 变 向 量 . 

上 述 命题 导出 ， 在 VV 中 ， 由 (2) 中 的 下 生成 的 r( 瑚 )- 不 变 子 
空间 是 一 维 的 ， 从 而 由 上 面 的 注 可 知 ， 出 现 于 L(G/K) 中 的 表示 
可 由 有 -不 变 向 量 决定 . 固定 ze G 并 考虑 Y 中 的 算 子 

5 m(kz~') := p(x). 

keK 
对 f € V,p(z)f RV 中 的 一 个 双边 天 -不 变 函 数 ， 它 在 e 处 的 什 
等 于 

(p(x) f => f(rke) = |K| f(x 
kEK 

于 是 ， p(z)f —|K|f(z)h. RV 的 一 组 基 f, = h, fa, fr. p(x) 
关于 这 组 基 的 表示 矩阵 是 


IKih(z) |K|fe(z) |A\fs(z) = |K|f.(z) 
0 0 0 0 
0 0 0 0 
从 而 ; 
1 - 
TAREA - 而 之 tr a(kr 73) = h(x). 
总 结 上 述 结果 我 们 得 到 下 述 定理 . 


定理 9 群 G 以 左 变 换 的 方式 作用 在 G 的 右 K-RE GH g 
ML(G/K) E. 空间 L(G/K) 可 分 解 为 一 些 不 可 约 子 空间 (V, r) 的 
直 和 ， 使 得 在 每 个 子 空间 V 上 ， 对 任意 的 太 - 双 边 陪 集 S, 算 子 AS 
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的 作用 相当 于 来 以 数 Asus 进一步 ， 在 每 个 不 可 约 子 空间 太 Y, 
A -不 变 函 数 空 间 是 一 维 的 ， 它 由 
: .1 
h(x) := 而 对" (5.1) 
生成 .这样 的 函数 是 双边 及 -不 变 的 ， 它 满足 hi(e) = d, AMEE 
的 rycG, A 
Do hin (thy) = hn (x) hr (y). 
i 
Ast, Hie As, Cp T AMS 
_ _|A/ 
?* ~ IStabs| 
其 中 Stabs 是 由 使 得 Ksk = Ks f ke K 组 成 ， 
现在 我 们 开始 图 的 构造 . 设 了 是 有 限 个 KK- 双边 陪 集 的 并 . 在 
陪 集 G/K 上 定义 Cayley 图 X = Cay(G/K, T/K): 设 


k 
T= ak 
i=l 


是 太 - 陪 集 的 不 交 并 ， 定 义 zK 的 外 邻 点 (McK ARARA. 
提醒 一 下 ， 我 们 所 考虑 的 图 是 有 向 图 ) 为 rgK, i = 1,.…,k. 这 是 
一 个 及 正则 有 向 图 ， 且 当 了 = 了-: 时 ， 它 是 无 向 的 . AG 是 交换 
的 且 K 由 单位 元 组 成 ， 则 这 恰好 是 上 一 节 定 义 的 差 图 ， 当 


0 
G=PGL2(Q,), K = PGLa(Z r=K(? i) 


h.(s, s€S, 


时 ， 所 得 的 图 则 是 82 中 结合 PGL2(Q,) 的 (p+ 1)- 正 则 的 无 限 树 
T. 


Cayley Bl X = Cay(G/K,T/K) 的 邻接 矩阵 Ar 是 Ki S As. 
SCT 
利用 上 述 定理 知 ， Az 的 特征 值 由 


Y has) (s 为 $ EA) 


$c Stab s| 7 
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给 出 ， 其 中 7 Hol G 的 所 有 出 现在 L(G/K) 中 的 全 部 不 可 约 表 
A. 

由 前 面 的 评注 可 知 ， G 的 一 个 不 可 约 表示 7 出 现在 L(G/K) 
中 的 充分 必要 条 件 是 它 有 一 个 非 0 的 五 -不 变 向 量 . 因此 如 果 采 用 
上 述 方法 构造 Ramanujan 图 ， 那 么 我 们 只 和 需要 找到 合适 的 G, K 
ALT, 使 得 L(AK\G/K) 是 一 个 交换 代数 ; 对 任意 的 天 -双边 陪 集 S, 
As 可 对 角 化 ; 对 G 的 每 个 包含 了 非 零 -不 变 向 量 的 非 平凡 不 可 
约 表示 n, 由 (5.1) 式 定义 的 函数 h, 满足 


| K] 
& [Sb] n <2Vk — 1, 


其 中 


|K] 
k= > , SES. 
EZ | Stab s| 


有 一 类 (g-- 1) -正则 Ramanujan 图 是 由 Terras 和 她 的 党 生 构 造 
和 研究 的 (参阅 参考 文献 [2], [5] , 以 及 它们 所 附 的 参考 文献 ). 他 们 
取 定 一 个 有 4 个 元 素 的 有 限 域 E, 其 中 是 个 奇数 . 命 G = GL). 
E F 中 选取 一 个 非 平方 元 素 6 I E = F(V6) 为 F 的 二 次 域 扩 
X. EF ERA ce EX 的 运算 用 关于 基 {1,V5} 的 矩阵 来 表示 ， 
从 而 将 EX = F(V6)* 嵌入 到 G rh. ial A t ox 


a bó 
x -l( )eesane rt. 
b a 
陪 集 空 间 G/K 的 代表 可 取 为 


ZETA jJ € F* ver} 
0 1 |y 3 . 


于 是 它 可 以 模拟 经 典 的 Poincaré 上 半 平 面 . 群 G 有 a 个 双边 陪 
集 ， 其 中 


1 0 -1 0 -1 0 
x( )e=K, x ( )««( ( 
0 1 0 1 0 1 K, 
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剩余 的 g — 2 个 双边 陪 集 KiK 是 (a 1) 个 K- 陪 集 的 并 ， 更 精确 
一 些 ， 每 个 双边 陪 集 KtK 结合 了 一 个 椭圆 z? = ay + d(y- 1), 其 
hae F, a x 0,460, 使 得 


ek -U( MES 


这 里 (z,y) PORRAL FA. 用 S ERIRE KtK， 取 
T 一 Sa, a 天 0, 46, 我 们 得 到 一 个 (q + 1)- 1E Bl] Cayley 


X = Cay(G/K, T/K). 


由 于 所 有 的 -双边 陪 集 S 都 是 对 称 的 ， 即 5 = 5-1, 于 是 图 X = 
Cay(G/K, T/K) 是 无 向 的 且 代数 L(K\G/K) 是 交换 的 .进而 ， 
Stabt 是 K 中 的 对 角 和 矩阵 子 群 ， 因 此 


|Stabt]=q-1, |K|/|Stabt| 2 q4-1 — k. 


我 们 可 以 从 参考 文献 [20] PHM X G 的 表示 的 表 中 看 
出 ， 有 两 种 类 型 的 G 的 不 可 约 非 平 凡 表示 包含 一 个 非 0 的 -不 变 
向 量 ， 第 一 种 是 由 


, a) — x(a)x(d) 


给 出 的 Borel 子 群 的 一 维 表 示 所 诱导 的 G 上 的 9+ 1 维 表示 ， 其 中 
x 是 F 的 特征 标 ， Bx 的 阶 大 于 2, 则 上 述 的 诱导 表示 是 不 可 约 
的 ， 记 作 mx; x 的 阶 为 2, 则 用 rx 表示 上 述 诱导 表示 的 q 维 不 
AF RA. cy 在 L(G/K) 中 的 实现 是 由 G/K 上 的 函数 f 的 左 
变换 生成 的 子 空间 ， 其 中 f 的 左 变换 定义 为 


(G e) en 


(诱导 表示 的 其 他 组 成 部 分 是 一 维 的 ， 它 们 可 在 Lo 中 实现 ) 
容易 看 出 ， Ay 在 mx 的 表示 空间 中 的 特征 值 Mr MEF 
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KRA 


yer 
aytd(y-1)?= 


R. Evans 和 H. Stark 利用 Weillag 关于 F 上 射影 曲线 的 Riemann 
猜想 的 结果 证 明了 ， 当 x 是 非 平凡 时 ， 


[Arx <2V9= 2Vk = 1. 


Soto Andrade! 在 (5.1) 式 中 取 7 = Ty, 借 此 算出 了 h, 并 由 此 
得 到 了 Xe, 的 同样 的 表达 形式 AFT = TO, 所 以 对 所 有 出 现 
在 L(G/K) 中 的 表示 n, 我 们 有 
AT. = -tr t1) — X tr n (kt). 
4 一 1 EK 
第 二 种 类 型 G 的 不 可 约 表示 结合 下 二 次 域 扩张 FVS) 
的 乘法 特征 标 o, 我 们 记 作 nu. 注意 ， REX w zw, Bl uw EJ, 
F(V6) 到 FF 的 范 映射 的 核 上 是 非 平凡 的 . Ar 在 rw 的 表示 空间 
ERIE Aru 是 由 Soto-Andradel39 算出 的 : 


r= >, (5 一 2 十 21 Jule), 
z= exa ieri vò) 
z?—6y? =1 


其 中 

1, 车 xz 是 Fx 中 平方 元 素 ; 

e(t)= 4 -1, Har RR PX 中 平方 元 素 ; 

0, 若 z= 0. 
利用 平展 上 同调 理论 与 代数 几何 ， N. Katz 证 明了 

[ATu] € 2/8 = 2Vk — 1. 
事实 上 ， 上 述 不 等 式 可 以 直接 从 Weil 845 Erh iib. 在 下 面 定理 
中 ， 我 们 将 利用 第 六 章 的 知识 给 出 Ara 和 Xz, 的 估计 . 
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定理 10 RS 是 有 4 个 元 素 的 有 限 域 已 中 的 非 平 方 元 素 ， 
其 中 gq 是 个 奇数 ， ae 已 , 且 a 关 0,46. 3 x X F* 的 非 平 凡 特 征 
标 ，w 是 已 的 二 次 扩 域 K(V6) 的 来 法 特征 标 ， 且 w fot. 同 前 


一 样 ， 假 设 
Axi= ly) 


yeF | 
ay+6(y—1)?=2? 


和 


Apu = >», (5 一 2 十 zj 
raat Vober (v5) 


2? —$y?=1 
其 中 
1， 车 I 工 是 FX 中 平方 元 素 ; 
E(T) = -1, #r RF” 中 平方 元 素 ; 
0, #r=0. 
则 


Ar| <2V8,， 和 rol<2v5 


证 H f(y) =6(y 一 1)?+ay. BEBE SEF ERTA. 用 
w 表示 由 f(y) 的 根 确定 的 二 次 位 ， 利 用 第 六 章 82 定理 4, 存在 一 
个 F(t) 的 伊 代 尔 类 特征 标 n, 使 得 在 一 个 具有 局 部 单 值 化 元 素 


deg v 


wy = P(t) = [| (t- 5,2 


j=l 


E IE ov A w 处 有 
deg v 
Ny (@y) =€ n fiia qs) = 1, 
j=l 


而 在 位 v==w 或 oo kb, n, 在 l+p, EFA. 进一步 ，7 的 前 导 子 
E woo 另 一 方面 ， 存 在 一 个 具有 前 导 子 0+ oo 的 F(t) 的 伊 代 
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尔 类 特征 标 6, 使 得 6 在 Uo /(1 + po) 上 由 Eola) = x7 (a) (a € F*) 
给 出 ， 而 boo 在 U/l + po) 上 由 £la) = x(a) (a € F*) 给 出 ， 
JF B. Elt!) = bw (Ww) = 1. TE En 是 有 理 函 数 域 F(t) 的 一 个 
具有 前 导 子 w+0+o0 或 由 +0 的 次 数 为 4 或 3 的 特征 标 . 在 一 个 
次 数 为 LA w, =t- 6 的 有 限 位 v 处 ， 其 中 上 和 ?7 是非 分 歧 的 ， 
我 们 有 

b(t) = & (t ~- B) Elt ~ 8)! = x(-8) 
和 

(wy) = e(f(8)). 

H ne 的 前 导 子 是 w+ 0+ oo 时 ， 由 第 六 章 81 推论 2 得 


25 m&() =| 3, xelo) = E xe(F(W)) 
vz0,oo yer* yeF 
deg v=1 
< 24. 
当 wt 的 前 导 子 是 w+0 时 ， 同 样 有 
Nookoo( Woo) + $^ x(-y)e(f())| € va. 
yEFx 
由 此 得 出 同样 的 界 
2_ xwe(fy))| <v5+l<2v8 
yer 


由 于 x 是 非 平 凡 的 ， 于 是 并 x(y) = 0, 因此 
yer 


2 xe(Fy) = E elU) + Y2 x) = Ar. 


yeF yeF yer 
由 此 再 结合 上 述 不 等 式 即 得 NES 
BSF EAA, WBaz0,46 可 知 它 有 两 个 互 异 的 根 . da 
V1,V2 为 对 应 这 两 个 根 的 玉 的 两 个 次 数 为 1 的 位 . HF ó #0, 从 
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而 vv 40. 我 们 可 以 同 前 一 样 定义 一 个 前 导 子 为 +02 +00 的 
特征 标 n, 于 是 En 的 前 导 子 是 0+w +u + o0 BÀ 0 c vi cr vs. 同样 
由 第 六 章 S1 推论 2 可 得 ， 无 论 何 种 情形 ， 我 们 有 


》 x(We(f (9)) 


ycF 


< 248. 


又 由 于 
> xwa) = 35 welu) YE xo) 


yer ycF yer 


= 2Ar, — X(V1) — x(v2), 


由 此 即 得 [Ara] < Va+ 1 < 2Va. 

最 后 ， 我 们 来 估计 Ar... 用 w 表示 F(t) 的 一 个 次 数 为 2 的 
位 ， 其 对 应 的 局 部 单 值 化 元 素 是 ww = 刀 - 6. Ew 的 剩余 类 域 
F(V6) 中 范 数 为 1 的 元 素 均 可 写成 
-Và-b 8 4+54 205 
Vi-b W-é 
其 中 bE FU{oo} Cá b= oo 时 ， 取 > = 1). 于 是 我 们 可 以 将 Aras 
展开 为 

2 
AT = (5 fent) (2222) 
P à b -ó ° Và -b 


y —— 
之 二 


bEP'(F) 


其 中 

_ A(0 
fa(t)’ 

由 第 六 章 $3 定理 6 的 证 明 可 知 ， 存 在 F(t) 的 一 个 伊 代 尔 类 特征 

bs 6, CH Aw 的 位 上 非 分 歧 ， 而 bw  FX(1+p,) 上 平凡 ， 在 


f(t) 


"POR se -a+45, fx(t)=t? -6. 
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vy F> A+ pa) 上 则 由 


_ rA) 
&y(a + Bt) = (2 
给 出 , 其 中 a, Be Frat Bt € uy. Wb Eo 还 是 平凡 的 . 由 于 w 在 
F(V6) 中 范 数 为 1 KEIN, HE 的 前 导 子 是 w F(t) 
的 任意 次 数 为 1, Bw, =t-b 8 v — oo, Wo = l/t 的 位 wv 处， 我 
们 有 


其 中 当 5 oo Bf, b= oo. 回忆 支 集 的 定义 ， f MERRE Fe) 的 所 
有 使 得 / 有 零点 或 极点 的 位 的 并 ， 对 于 上 述 的 f(t) Fi (t)/ fa(t) 
HF a #46, i fi(0) 没有 重 根 ， 因此 


suppf = (wi, w) 或 {vi v2, w}, 


RP, A A(t) 是 不 可 约 的 ， 则 wi 是 FE 的 一 个 由 A(t) 的 根 决 
定 的 次 数 为 2 的 位 ; A(t) 是 可 约 的 ， 则 vi,v 是 F(t) 的 对 应 于 
F(t) 的 两 个 不 同 的 根 的 次 数 为 1 的 位 .在 F(t) 的 不 在 supp f 中 
的 位 v 处 ， 像 前 面 一 样 定义 特征 标 m, 又 定义 

Noo (Boo) = e(f(co)) = e(ad~"), Noo(Uso) = 1, 


将 此 扩充 为 F(t) 的 一 个 伊 代 类 特征 标 n, 其 前 导 子 为 


condn = » v. 


vesupp f 


因此 ， nt 的 前 导 子 的 次 数 是 2 或 4 从 而 由 第 六 章 $1 推论 2 得 


»» Nv (Wy )Ey (wy) = 


deg v=1 


néu JESE 


x e(t) 


beP!(F) 


= Arial < 24/4. 
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这 就 完成 了 定理 10 的 证 明 . 

定理 11 WX = Cay(G/K, S,/K), a € F, a # 0,46, X 
(q+ 1)-3E 8$] Ramanujan Bl. 

这 是 Ramanujan 图 的 第 三 种 构造 方法 ， 它 既 用 到 了 有 限 域 上 
GL, 的 表示 ， 又 用 到 了 由 有 限 域 上 曲线 的 Riemann 猜想 所 得 的 特 
征 和 的 估计 欲 知 更 详细 的 材料 ， 读 者 可 以 参阅 参考 文献 [2], [5], 
[10], {16] 和 (17]. 
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在 这 一 节 中 ， 我 们 将 给 把 定理 7 视 为 两 个 不 同 的 定理 的 推论 
而 给 出 它 的 两 种 不 同 的 证 明 . 需要 说 明 的 是 , 这 一 节 的 结果 对 更 一 
般 的 超 图 也 成 立 ， 这 个 推广 是 由 汉 克 勤 、 李 文 巍 UU 完成 的 . 

我 们 回 到 定理 7 的 证 明 上 来 ， 第 一 种 方法 是 源 于 Nili 的 关于 
图 C 的 直径 与 G 的 第 二 大 特征 值 aG) 之 间 关 系 的 工作 ， 注 意 
A(G) > A2(G). 

EE 12 设 G 是 一 个 三 正则 图 记 上 -1 为 g GH 
直径 > 2+2>4, A 


`(G) > 2VG — mE 


id D 为 图 G WIE TS. m 
IG) Slc kk quo -nkqP s cIlIrkae 4 KD. 

由 此 导出 
log |V(G)| 


D> 
log k 


= O(1), 


其 中 V(G) 表示 G 的 顶点 集 ， 因此 当 |G| >m, G 的 直径 也 趋 
于 无 穷 ， 从 而 容易 地 看 出 ， 当 |G| + ood, lim inf A2(G) 至 少 是 
2v9, 进而 

lim inf A(G) > 24. 
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证 不 失 一 般 性 , 假定 G 是 连通 的 . 将 邻接 矩阵 A 视 为 G 的 
顶点 集 上 实 值 函 数 空间 FG) 上 的 一 个 线性 算 子 
A: fr Af, 


= >> fw) 


其 中 y Hw G 中 z 的 所 有 邻 点 . VEA E FG 上 的 Laplace 算 子 
kI— A, WE F(G) 上 有 一 个 自然 的 内 积 ( ): 
(fi, fa) = 5 filz 
reV(G) 
F(G) 有 一 组 均 为 A 的 特征 函数 的 正 交 基 . BR, 常 值 函数 = 1 
是 一 个 特征 值 为 0 的 特征 函数 ，A 的 其 他 特征 值 都 是 正 的 ， 它 们 
对 应 的 特征 函数 与 常 值 函 数 fo 垂直 ， A 的 第 二 小 的 特征 值 a 是 
一 和 2(G), 它 也 等 于 
(Af, f) 
f#0, ey (a) (fF) 
(f,f0)=0 
我 们 将 通过 特别 选取 f 来 给 出 a d E. 
由 假定 ，G 的 直径 > 21+2 > 4, 于 是 我 们 可 找到 G 的 两 个 顶 
Fu v, 它们 之 间 的 距离 dist(w,v) > 21+2. 对 i>0 定义 
Ui = {x € V(G)dist(z,u) = i 的 顶点 } 
All 
Vi = {z € V(G)dist(x,v) =i 的 顶点 }. 


则 Uo,--+, Ui, Vor V; 是 互 不 相交 的 ， 并 且 


中 的 顶点 与 
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中 顶点 都 不 相 邻 ， 定 义 一 个 G 上 的 函数 S A 


a, € r EUU, 
aq- i702, #reU, 2«i«l 
f(z) = $4 —b, A reU, 
-bg 0-07, #reEV, 2<iK<i, 
0, 其 他 ， 
这 里 ab 是 任意 两 个 使 得 f BAT fo HIER. 
首先 我 们 来 估计 
(Af) = 》 fy + M f(a). 
zcU EV 


BR, [Uol=1, |U] = k. 对 每 个 顶点 ze Ui(i > D, 在 它 的 天 个 
邻 点 中 ， 至 少 有 一 个 点 位 于 Uii 中 ， 且 至 多 有 9g = 一 1 个 点 在 
Uii P. BRUET, isl, 0-3 RP, [Ui] € glUil. 因此 


l 
Aim M f(z) ea ( Up £T ian) 


TEU i=2 


类 似 地 ， 


接 下 来 估计 (AS, f). 以 E(G) 表示 G 的 边 集合 ， 容 易 看 出 
X Ut-fü)'- Y) Ho - af Fy) + Fw? 


{z,y}EE(G) {rz,y}EE(G) 
=k eP- fm 》 sy) 
rcG rcG 


yEG 
{yr }EE(G) 


= K(f, f) - (Af, f) = (AF, F). 


PALE 应 用 349 


a (Af, f) = Az + Bo, 其 中 


Ap = X (f(z) - f(y)) 
{z,y}EE(G) 
rz,y 中 至 少 有 一 个 在 U 中 
By = X (f(x) - f(y)’. 
(z.y) € E(G) 


z,y 中 至 少 有 一 个 在 Vv 中 
Mf 的 定义 以 及 zx € Ui E Uii 中 至 多 有 9 个 邻 点 可 知 


Ar < Yun - gt) ehe Wilg aca? 
= (a - 1)? (Wil + [Valg Ug 7) e? 
a! fq - DIVdg 
€ (Vd - 1D) (Ai - à?) + (2 - 1)- 
< (irai A=) a, 
类 似 地 ， 我 们 有 


2 -1 
B, < (144-2va+ a) p, 


41 一 a2。 (利用 (6.1)) 


因此 
k- A(G) = a < £t 22 


TA+B 
由 此 导出 


<1l+q-2/qt+ vit 


2 — 1 
A2(G) > 2Vg 一 “vin * 
这 就 完成 了 定理 12 的 证 明 . 
第 二 种 证 明 Alon-Boppana 定理 的 方法 是 由 下 面 这 个 描述 正则 


图 的 大 特征 值 分 布 的 定理 而 得 . 这 一 定理 是 Serrel29) 给 出 M, ES 
考 文献 [18] 中 也 可 找到 . 
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定理 13 XE E 49 € > 0, 存在 一 个 仅 依 赖 于 E 和 天 的 正常 数 
c, 使 得 对 所 有 的 上 -正则 图 G, 其 满足 
A»(2-e)Vk-I1 


的 特征 值 和 的 数目 至 少 是 c|G|. 

在 证 明 这 个 定理 之 前 ， 我 们 先 引 人 一 个 与 上 -正则 图 G 相关 的 
测度 uc. 并 且 讨 论 它 的 一 些 在 后 面 证 明 中 将 用 到 的 性 质 ， 以 g X 
大 一 1 X M - k/ yq. 测度 uc 在 区 间 [- M, M] 上 的 定义 是 


1 
y= — > ó 
HG ic] - Va 


其 中 入 跑 遍 G 的 所 有 特征 值 ， 在 区 间 [-M, M] 外 ， pe 定义 为 0. 
换 句 话说 ， Hpe 的 支 集 包含 于 [-M, M] 我 们 知道 ， 实 直线 上 的 测 
度 是 由 它 在 多 项 式 族 {Xn (2) : deg X, = n} 上 的 取 值 所 决定 的 . 
为 方便 起 见 ， 我 们 如 下 选取 
Xn(z) : Xo(x)=1, Xi(x) 2 v, 
i> 2 时 ， 我 们 用 递 推 公式 
Xi(x) = TXi_2 (7) 一 Xi_1 (2z) 


来 定义 Xile). 事实 上 ， 这 些 多 项 式 都 是 熟知 的 ， 如 An(27) 就 是 
第 二 类 Chebychev LHR. 我 们 把 Xm (x) 的 一 些 将 要 用 到 的 性 质 
列举 如 下 . 
(D 作为 二 的 一 个 形式 寡 级 数 ， 我 们 有 
oo m 1 
2 Xml)" = rr 


m=0 


. 2 m jr 
(I) X, (z) = ]] (: - 2cos — 7 jJ 


j=l 
因此 每 个 Xm 在 区 间 (72,2) HEDE m 个 不 同 的 实 根 ， 且 当 m 
趋 于 无 穷 时 ， XX (zx) 的 最 大 根 趋 于 2. 
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(HI) {Xm(2)} 关于 区 间 (-2,2] 上 由 


2 
p(x) = 1- “de 


定义 的 Sato-Tate 测度 p(z) 是 正 交 的 ， 即 
2 
[Xe a) = s. 
-2 


a= 万 我 们 定义 一 类 新 的 多 项 式 ， 35(x) = dio I 
Bf, 
Yi(z) = Xi(x) + aX, 1(z). 
利用 Xma) ) 递 推 公式 可 得 性 质 (IV) : 
(IV 7) (Y (x )}m>o 满足 t 的 一 个 形式 第 级 数 关系 


l+at 
Yin(z)t™ = ————. 
X m( l- rt+t 


进一步 ， 利 用 归纳 法 可 以 证 明 下 述 性 质 (V) ， 


(V) ¥i(z) Y;(z) = (Yirjy(z) + Yi-j-2(z) +--+) & a(Yij (rz) + 
Yi4j-3(z) +). 


由 (ID 和 Y, (a) 的 定义 可 得 性 质 (VD) : 
(VI) degym(z) = m, B. Ys (z) 有 m 个 不 同 的 实 根 ， 其 中 最 大 
的 实 根 Om 位 于 
2cos — 和 2cos- 


i 
之 间 . 因此 am E (-2,2) Ham fE m ATES 时 趋 于 2. 
为 求 值 uc(¥n), 我 们 考虑 G 的 函数 空间 F(G) 上 的 两 个 算 子 
K. 对 !> 0, 在 FG) 上 利用 将 f ox 


Qi f) = Llp 
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来 定义 算 子 U = UG), KP p ib G 中 所 有 由 x ABA, 长 度 为 
4, 且 不 折 反 的 (有 向 ) 路 径 ，y(p) 表示 路 径 p HAA. 则 Do — I(— 
单位 元 )， 

U, = A(G) :2 A, Us — UA — KI, 


且 在 ;> 3 时， 
Ui = Ui1A ~ qUi-2. 

这 可 以 用 形式 第 级 数 来 表示 

z m _G-Ð0+t) 

2 , Unt ~ 1 At + qt?’ 

m=0 
利用 

oe m l4t 

Do Tmt" = ay ge (6.2) 


Tm = Um + Unit ic cU, + Uo. 
比较 (IV) 和 (6.2) 式 可 得 


A 
q "T, = Yn (=) 020. (6.3) 
vd T 


由 于 A 可 被 对 角 化 以 及 算 子 的 迹 在 共 扼 运算 下 不 变 ， 于 是 从 Ha 
的 定义 及 (6.3) 式 得 


1 1 
EN = g" 
ua(Ym) iG > Yn = ici? °Tr (Tm), m0. (6.4) 
这 是 我 们 研究 的 关键 .进一步 ， 利用 取 每 个 顶点 的 特征 沙 数 作 


7j F(G) 的 基 ， 我 们 立即 看 到 算 子 Um 的 迹 是 非 负 的 ， 从 而 Tm 的 
迹 也 是 非 负 的 ， 结 合 (6.4) 式 ， 这 就 导出 ， 对 任意 的 只 > 0， 


UG(Ym) > 0. (6.5) 


第 九 章 & m 353 


现在 我 们 来 证 明定 理 13. 证 明 的 关键 是 找到 一 个 V(x) 的 非 
负 线 性 组 合 ， 且 使 得 其 值 是 可 控制 的 . 为 此 ， 我 们 首先 证 明 下 面 的 


命题 . 
命题 4 iam A Yml) BRAR. R 
Z, (2) = E 
I — Am 
则 
2m-1 
Zm(2) = J yj Yj(z) 
j=0 


其 中 yo ==0, 且 当 0<i<[m/2] 时 ， 有 
Yom—(2it1) = Yii = Yo(Qm) + Yo(am) +- + Yoilam) > 0, 
Yam—(2i4+2) = Y2i42 = YilQm) + Yslam) +--+ + Yoi (am) > 0. 


证 ER Z(t) 是 一 个 次 数 为 2m - 1 的 多 项 式 ， 因 此 它 是 
Yo(z),… 2m-ai(z) 的 一 个 线性 组 合 ， 记 该 线性 组 合 的 系数 为 yo, 
,yz2m-1. 现在 的 问题 是 证 明 y; 恰好 是 上 面 所 描述 的 系数 ， 由 于 
当 了 > 1 时 有 z 咏 (z) = Yj (x) + Yj- (a), 同时 利用 (V) 可 知 
Yalt) = (Ya (z) + Yon -2(z) +-+ Yo(z) + Yo(z)) 
+a (Yozmi (£) + Yom—3(x) +--+ Yz(x) + Yi(z)). 
于 是 我 们 有 


2m—1 


Ym(2)? = (£ - am)Zm(2) = (2 — am) » y; Y;(x) 


2m— 


= yo (r¥o( (z) - am) + PU T) ~ o Y, (x)) 


= yo (Yi (x ) 一 a 一 Qm) 
2m-I 


+ D yi (Yj4i(a) + Yji(z) - oy Y; (z)). 
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比较 Yo, Yom 的 系数 可 得 ， 当 l1<j<m 时 ， 有 


Y2j-1 — QmY2j t yaj41 = 1, (a); 
Y2j-2 — AmY2j—1 + Yay =a (b); 

和 
yi 一 (a + Om )Yo =1, (c) 


在 此 我 们 已 假定 Yom = yam+l = 0. 从 (a)m 可 得 
Yom—1 = 1 = Yo(am). 
这 结合 (b), 导出 
Y2m-2 三 Q 十 am = Yi (am). 
现在 归纳 地 计算 
Yam—(2it1) 和 Yom—(aita), d 1,---,[m/2] — 1. 
当 ; = 0 时， 公式 显然 成 立 ， 现 假设 公式 在 i -1 时 成 立 ， 即 
U2m-(2i-1) = Yo(am) + Ya(am) +--+ + Yoi2(am) 
和 
Yam—2i = Yi (am) + ¥3(Qm) +--+ + Yii (am). 
则 从 (a),,_; 和 (b)n i 分 别 得 到 
Jm-2i-1 = l + AmY2m—2i — Yom—2i41 
= l+ am (Yi (am) + Y¥3(am) +++» + Yoi1(am)) 
- (Yo(@m) + ¥2(am) + +++ + Yoi-2(m)) 
= Yo(m) + Y2(am) + +++ + Yoi(am) 


V2m-2i-2 = A+ OmV2m -3i-1 — 2m 2 


=a t Og (Yo(am) + Y2(am) T Y2i(Q@m)) 
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- (Yi (am) + ¥3(Qm) + + Yoi-i(am)) 
= Yi (am) + Y3(Qm) Tec Yoii (Qm), 
由 此 即 得 所 需 . 为 计算 剩 下 的 yj, 需要 按照 m 的 奇偶 性 分 两 种 情 
况 来 讨论 。 又 由 于 两 者 的 计算 是 类 似 的 ， 故 我 们 只 就 m 是 偶数 的 
情形 加 以 研究 ， 对 i= [m/2] - 1 RNA 
Ym41 = Yo(Qm) + Yo (am) tct Y¥m—2(Om) 


和 
Ym = Yi (am) Toc Ym -1(Qm). 


由 于 Yin(Qm) = 0, 故 由 方程 (a)ms2 和 (b)m/2 可 得 


Um-1 = 1+ amYm — Ym+ı 
=1+am (Fi (am) Tc ¥m-1(@m)) 
一 (Yo(Qm) + ¥2(Qm) Tec ¥m-2(Qm)) 


= Yo(Q@m) + ¥3(Qm) pb ¥in-2(Qm) = Ym+l 


Um-2 =A + AmYm—1 — Ym 
= à + Om (Yo(am) + Yo(am) + +++ + ¥n—2(am)) 
= (Yi (Qm) + +++ + Yin—1(Qm)) 
= Yi (am) + ¥3(@m) + + Ym-3(@m) = Ym4o- 
闻 上 面 一 样 ， 我 们 可 以 归纳 地 证 明 
Yam—(2i+1) = rii 和 yam i2) = Vias, O <i < [m/2]. 
因此 我 们 就 确定 了 系数 yom, vis 最 后 ， 由 (b), 得 
yo = A+ Amy - yo = a t AnYo(am) — Yi lam) = 0. 
由 于 yi = Yo(am) = 1, 故 上 式 满足 (c). 命题 4 得 证 . 
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定理 13 AY iE AA 可 以 看 出 ， Zm(Qm) = 0, AY T > Um 时 
Zm(x) > 0, 以 及 当 z < am 时 ， Zm(x) < 0. 对 任意 的 € > 0, 存在 
正 整 数 mm 和 正常 数 2, z^, 使 得 amam >2-e 且 多 项 式 


Z(zx) = 2Lm (x) + z' Za (x) 

A FI TES: 

(1) Z(z) = $7 zY;(r) 是 (x) 的 非 负 线性 组 合 ; 

i»0 

(2) “42<2-ef, Z(z)€ =l; 

(3) 42 >2 时 ， Z(r)»0. 

设 是 2Z(z) 在 区 间 [2-e M] 上 的 最 大 值 . 则 Q@>0. 设 9%9 
分 别 为 区 间 [-M.2— e) ff [2 e, M] 的 特征 函数 .由 (6.5) 式 知 ， 
uc(Yi) > 0, 从 而 有 


pne(2) = 3 zine(¥) > 0. 


另 一 方面 ， 
kalZ) = we (2Z(9 + 9)) = we (Zg') + na(Zg) 
< -1-pe(g') + Qua(g). 


由 于 uc(g) = 1- nc(g), 故 从 上 面 两 个 不 等 式 可 得 


1 
(gq) 5L. 
Hag) > Onl 


注意 uc(g) 是 G 的 所 有 满足 入 > (2 — €)/q 的 特征 值 入 所 点 的 比 
例 ， 因 此 我 们 可 取 常 数 c 08 1/(Q +1), 这 是 个 不 依赖 于 G 的 数 . 
由 此 完成 了 定理 13 的 证 明 . 
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图 的 基本 闭 链 是 一 条 没有 折 反 且 不 含 真子 闭 链 的 闭 链 . 我 们 
用 a(G) 表示 G 的 长 度 是 ! 的 基本 闭 链 的 个 数 ， 下 面 这 个 McKay 
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定理 告诉 我 们 , 对 一 族 规格 增长 的 正则 图 ， 如果 其 基本 闭 链 的 数目 
是 缓 增 的 , 则 相关 于 这 些 图 的 测度 序列 收敛 于 一 个 好 的 极限 测度 . 

EH 142) 设 {Gm} 是 一 族 连通 的 上 -正则 超 图 , 且 当 mm 一 oo 
时 ， |Gm] 一 oo. 假定 ; 


对 每 个 1>1, Sm- oo, d e(Gm)/|Gm| 2 0. (7.1) 


则 测度 序列 (uo, ) Bik T — X 4X [-2,2] 的 测度 


141 
一 i 5 
q Yl- dn 


"CRESCRAC 


XTPg-k-l dr 是 实 直线 的 Lebesque 测度 . 
定理 14 给 出 了 一 个 当 m 很 大 时 图 G 的 特征 值 的 分 布 ， 特 
别 地 ， 由 于 任何 实数 o 的 极限 测度 是 0, 我 们 立即 可 得 下 面 这 个 在 
88 中 将 用 到 的 推论 . 
推论 1 3 (G4) 同 定理 14, 它 满足 条 件 (7.1). 则 对 每 个 实数 
a, Ga 作为 Gm 的 特征 值 的 重 数 在 m > oo HA O(\G nl). 
PRUE BS, EMT (E UU, 在 那 篇 文章 里 ， 
上 述 结果 被 推广 到 了 超 图 . 我们 先 给 出 条 件 (7.1) 的 另 一 种 解释 . 
命题 5 条 件 (7.1) FHF 
对 每 个 整数 1> 1 TrU(Gm)/IGm| 在 m 9 oo HA T0. (7.2) 
证 由 于 图 G 的 每 个 长 度 为 1 的 基本 闭 链 对 Tr UL) 的 贡献 
是 1, 所 以 


TrU(G) > a(G). 


因此 由 (7.2) 可 导出 (7.1). 反 过 来 ， 假 定 (7.1) 成 立 ， 由 于 G 中 一 
条 没有 折 反 、 长 度 为 1 AX Tr Ui(G) 没有 贡献 的 路 径 一 定 是 G 的 
一 条 闭 链 ， 于 是 它 至 少 包含 一 条 G 中 长 度 <1 dms. 又 
因 这 样 一 条 基本 闭 链 至 多 含 于 (Lj Dg 条 G 的 长 度 为 1 H^ 
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折 反 的 闭 链 中 ， 于 是 在 G 中 至 多 有 


L 
Di = 5 + Dd ic(G) 


j=l 


FKEA LE. ATT BE UE BA T 


l 
TrU(G) € YOU- j +1) 6 (G). 
j=1 


由 此 容易 看 出 ， 从 (7.1) 可 导出 (7.2). 
我 们 将 在 条 件 (7.2) 成 立 的 前 提 下 证 明定 理 04. DÀ na 代表 

ka. 由 上 节 的 分 析 可 知 ， 要 证 明 jw, 的 极限 存在 ， 我 们 必须 证 明 

极限 dum pm (ht) 对 每 个 ! > 0 存在. 从 (6.4) 和 (6.2) 式 给 出 的 荆 

的 定义 看 到 ， 当 ! > 18, 

1/2 - 4 -1)/2 z . 1 

q'"um(Yi) -q Bm(Yii) = iG] 


Tr Ui (Gyn). 


因此 由 条 件 (7.2) 导出 ， 对 每 个 ! > 1, 

Jim. qu, (Yi) - gm (Yi) = 0. 
结合 Hm(Yo) =1, 上 述 讨论 导出 dim pm 人 II) 存在 且 在 l 20 时 等 
于 qP. 换 句 话说 ， 即 极限 üm Lm 存在 ， 记 此 极限 为 u. WX 
L>0 F uY) 2 q77?, 将 A 与 4 中 (HH 给 出 的 Sato-Tate 测度 


p 进行 比较 可 知 ， 我 们 现在 必需 算出 uX). A Y 的 定义 可 以 归纳 
地 得 出 ， 当 71 >0 时 ， 


Xi = Hato -a a +- + (a)! Yo, 


其 中 a= LV/v5 因此 


l L 
(Xi) = 5 Ca) uY) = Y (-1)q7i 
i=0 


i=0 


= 了 (人 + Cft). 
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从 而 利用 $86 中 (D 得 
> (X) Xie = 2 ; Xi(x)qr? + 5 Xie) d 


d. 1 il 1 
—21-zq-1/24g-! 21-4 rg-)/7? 二 gr 


“(ob eng) 


因此 / 就 是 所 需 的 极限 测度 .定理 14 得 证 . 


§8 ”在 bp 处 具有 整 特 征 值 的 尖 点 形式 
空间 维 数 大 小 的 估计 


固定 一 个 素数 p. 对 一 个 与 p 互 素 的 正 整数 N, 用 C'(IT0(N),2) 
表示 由 这 样 的 一 些 To(N) 的 权 为 2 的 尖 点 形式 生成 的 空间 ， 它 们 
是 Hecke 算 子 T, 的 具有 整 特 征 值 的 特征 函数 . 在 这 一 节 里 ,我 们 
将 利用 上 一 节 的 结果 给 出 空间 C'(Do(N),2). 维 数 的 增长 的 一 个 估 
计 ， 这 一 结果 出 自 参考 文献 [11]. 在 此 ， 我 们 将 介绍 下 面 这 个 更 精 
细 的 描述 . 

定理 15 (DP it {L} 是 一 个 由 异 于 也 的 素数 组 成 的 序列 ， 
且 在 一 oo 时 ， 有 一 oo 则 对 充分 大 的 i 有 


dim C'(Do(li),2)  o(l;). 
(DEU {M} 是 一 个 由 与 p 互 素 的 整数 组 成 的 序列 ， 且 
Mi = liNi, 


HPL 是 一 个 不 整除 Ni 的 素数 ， 并 且 满 足 当 1 > oo 时 ， 1 oo. 
那么 对 充分 大 的 1 E Mi 的 素 因子 的 个 数 是 有 界 的 ， 则 


dim C (To( Mi), 2) = o( Mi); 
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dim C’ (To(Mi), 2) = o(M; In In Mj). 


注意 ， 在 (2) 中 ， 我 们 可 选择 Mi 是 无 平方 因子 的 ，4; 是 M 
的 最 大 素 因 子 ， 于 是 当 Mi; 一 co KH, d; 也 趋 于 oo. 

我 们 将 在 一 类 特殊 的 由 四 元 数 代 数 构 造 的 图 上 应 用 定理 14. 
给 定 素 数 p. 对 一 个 素数 LA yp, dà Hi Q EF oo 和 (处 分 歧 
的 四 元 数 代 数 . 用 Di 表示 HX 的 乘法 群 关 于 其 中 心 的 商 群 . 对 D, 
中 的 阿 代 尔 点 有 强 通 近 定 理 成 立 : 

Di(Aq) = Di(Q)- DI(R)Di(Qp)K, 
其 中 = [[ Ks 是 限制 直 积 [I DUQ) 的 一 个 紧 开 子 群 ， 且 
qx p.oo qY poo 

使 得 K 在 简约 范 数 映射 下 的 像 是 所 有 Q 的 单位 根 群 的 积 ， 这 里 
a 过 所 有 Ap Q 的 有 限 位 . 在 使 H, 分 歧 的 位 ! 处 ， 取 Kl 是 
DQ) 的 最 大 紧 子 群 ， 在 一 个 异 于 1,p 和 oo ffr q Ab, H, 是 分 
WAJ, AT Di(Q,) 同 构 于 PGL (Q), 我 们 取 


K, -{ ( a GL2(Z,) : ordye > nia} 


/1 , a GLo(Z,) : ordva = o}, 


使 得 对 所 有 的 q 关 lp oo, 有 n(g) > 0, 其 中 ， 对 几乎 所 有 的 g, 都 


f nlg) = 0. 设 
N= I] gra), 


G#1,p,00 
且 记 这 样 选取 的 群 K 为 Be(L, N). 交集 
Di(Q) 站 DR)DIQn) Bs(l, N) 
1 一 - 
是 D([-]) 的 一 个 同 余子 群 ， 我 们 记 作 ToU N). ARDE GE 
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理 知 ， 双 边 陪 集 空间 
X(L N) = Di(Q)\Di(AQ)/Di(R) Boll, N) D(Z;) 
亦 可 由 在 位 p 处 的 双边 陪 集 空间 来 表示 : 
XU N) = Po(l,N)\Di(Qp)/Di(Zp) 
= To(l, N)\PGL2(Q,)/PGL2(Z,). 


HE 83 的 解释 ， PGL2(Q,)/PGL2(Z,) 有 一 个 自然 的 结构 作为 (p+1)- 
正则 无 限 树 了, BOSE REPERI, Tol, N) EX PGL (Q) 的 一 个 
离散 子 群 是 图 X(N) = To(l,N)\T 的 基本 群 ， 由 于 及 在 oo 处 
分 歧 ， 所 以 此 图 是 有 限 的 ， 且 在 计 入 可 能 的 回路 及 重 边 后 ， 它 还 是 
(p+ 1)-TE SAY. XUN) 的 邻接 矩阵 恰好 是 作用 在 Di(4a) 上 的 自 
守 形 式 空间 上 的 Hecke WF T, 这 些 自 守 形式 要 求 在 Di(Q) EK 
用 下 不 变 ， 且 在 D,(R)Bo(l,N)Di(Zp) 的 右 作 用 下 亦 不 变 . 

当 ! 趋 于 无 穷 时 ， 我 们 将 对 图 族 OX, N)) 给 出 一 个 类 似 于 推 
i£ 1 的 结论 ， 为 此 ， 我 们 需要 验证 97 命题 5 中 的 条 件 (7.1) 或 等 
价 条 件 (7.2). 

命题 6?) 对 任意 的 n> 1, 存在 一 个 仅 依赖 于 p ST 
于 的 常数 C(n p), 使 得 


0 € TrU, (X(l 1)) € C(n, p). 


证 P] X(L1) 的 顶点 可 以 被 看 做 是 特征 ! 的 超 奇 异 椭圆 曲线 
的 等 价 类 ， 两 个 这 样 的 类 相 邻 的 充分 必要 条 件 是 它们 可 被 p 次 同 
源 的 两 条 椭圆 曲线 代表 .因此 Un 在 X(,1) 上 的 迹 基 本 上 就 等 于 
以 一 个 p" 阶 的 循环 群 为 核 的 自 同 源 的 椭 贺 曲线 类 的 个 数 .我 们 已 
经 知道 这 样 的 类 有 一 个 独立 于 ! 的 界 ， 这 就 证 明了 命题 6. 

因此 , 当 n > 1 时, FEE X1) 中 长 度 为 n 且 不 折 反 的 闭 链 数目 
不 超过 C(n,p), 且 它 与 1 无关 . 现在 我 们 来 研究 X (0, N) 中 这 样 闭 
链 的 数目. PERE XU, N) 是 义 (1,1) 的 一 个 次 数 为 (To(1,1) : THU N)] 
KWAWA. XU N) 中 的 每 个 长 度 皆 为 n 且 不 折 反 的 闭 链 的 投影 为 


362 数论 及 其 应 用 


X(L1) 中 具有 相同 性 质 的 闭 链 ， 因 此 
TrUn(X(,N)) < [Fo( 1) : Poll, N)] Tr Un (X (1, 1)). 


从 而 EE 
TrU (XQ, N)) |. [Polls D) : Tol, N)] Tr Us (XU D) 
~ XGM = [A1 : To, N)]ILX (5 0) 
_ TrU,(X(L1)) | C(n,p) 
(XD) > XL 


我 们 看 到 上 界 的 分 子 是 独立 于 ! A N 的 ， 而 分 母 则 在 D F co 时 
AT oo. 这 就 证 明了 下 面 的 命题 7. 
命题 7 给 出 一 个 素数 序列 LL}, AF G p, L5 i co 时 
lj; 3 00. 又 给 出 一 个 正 整 数 序列 (ON), 其 中 Ni 与 pl; 互 素 ， 则 对 
4£€95n2»1,35 i oo H, ANA 
cn (X (li, Ni)) 
XG, Nol” 
因此 推论 1 对 图 族 {X(L,Ni)} 成 立 ， 更 精确 些 ， 我 们 有 
命题 8 ik {G} F {N} 同 定理 15. A(To(l;, N;)) 是 
Di,(Q)\Di,(Aq)/ Di (R) Di, (Zp) B(l, Ni) 


上 的 自 守 形式 空间 ， 对 任意 给 出 的 实数 a, a 作为 A(T oli, N:)) 
上 Hecke #F T, 的 特征 值 满足 Si + oH, o HERA 
o(|X (l, N;)]). 

B TOR, 我 们 分 析 自 守 形 式 空间 A (To (L5, N;)). 首先 , 它 包含 党 
值 函数 , 而 这 是 T 的 特征 值 为 p+1 的 特征 函数 . 用 A+ (Ts, N;)) 
表示 A(To(l, Ni)) 中 垂直 于 常 值 函 数 的 函数 全 体 组 成 的 空间 , 它 显 
RÆ TTEN, 且 其 余 维 数 是 1. 进一步 , 利用 由 Jacquet 和 Lang- 
lands 建立 的 GL; 和 四 元 数 群 上 的 自 守 形式 理论 以 及 由 Gelbart 和 
Jacquet 给 出 的 对 应 (参阅 第 八 章 ), 空间 At (Tolli, N;)) 中 的 自 守 形 
式 等 同 于 由 DN) EU 的 尖 点 形式 生成 的 空间 C, (To(liNi), 2) 
中 的 自 守 形式 .出 现 于 该 空间 中 的 GL2(Aq) 的 自 守 表示 在 /; 处 有 
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一 个 是 GLQ.) 的 非 分 歧 的 特殊 表示 的 连通 分 支 ， 于 是 ，T pw 在 
A* (To(li, Ni) 上 的 特征 值 恰好 是 那些 T, 在 TON.) 上 的 权 2 的 
尖 点 形式 空间 C(To(liNi),2) 上 的 特征 值 ， 利 用 我 们 在 第 七 章 讨论 
的 Ramanujan-Petersson 猜想 知 ， Tp 在 权 2 的 尖 点 形式 上 的 特征 
值 A, 满足 
|Ap| € 2p. 

FE, T, ÆA (Dli, N;)) 中 只 可 能 有 有 限 多 个 整 的 特征 值 ， 结 
合 命题 8, 这 就 证 明了 : 

定理 16 {lL} 是 一 个 由 关 p 的 素数 组 成 的 序列 , 且 当 i 上 00 
A, loo. d {Ni} 是 一 个 正 整数 序列 ， 且 Ni 5 p, EX. 9 
当 ;i 一 oo 时 ， 由 在 空间 At (Th, Ni)) 中 T, 的 具有 整 特征 值 的 
特征 函数 生成 的 空间 A (Toll Ni)) 的 维 数 为 of|X( NDI). 

关于 集合 XX(li, Ni) 的 大 小 ， 我 们 有 

IX (l; Ni)| = dim A(To(lj, Ni)) =1+ dim A+ (To(L, N;)) 

X14 dim C(Io(lN;), 2). 


AHM, dimC(Io(N;),2) 是 模 群 DGN) 的 亏 格 ， 其 主 项 是 


1 1 
RE Hi (+2) 
qli Ni 
4 素数 
(参见 参考 文献 [25]) 于 是 当 i — oo 时 ， 


Xs ND = o (LN H («1)) 


li; Ni 


我 们 对 儿 种 特殊 情形 来 应 用 定理 16， 从 而 给 出 定理 15 的 证 
明 .首先 考虑 对 所 有 的 d Ni = 1 的 情况 . 由 于 没有 权 2 的 SL2(Z) 
的 尖 点 形式 ， 所 以 


Ci, (TolliNi),2) = C (To(l;), 2). 
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于 是 定理 15 的 第 一 个 结论 立即 可 从 定理 16 得 出 . 接 下 来 讨论 M = 
IN 这 种 情形 , 其 中 1 与 NN HO. 此 时 利用 第 七 章 83 研究 的 新 形式 
BRIER, C, (Io(M).2) 在 C(ITo(M),2) 中 的 正 交 补 是 T PEW, 
并 且 它 可 由 C(ITo(N),2) 和 它 在 ! 处 的 “提升 ”生成 ， 从 而 有 


dim CAD?) = dim C; (F0(M),2) + 2dim C(Io(N),2). 
我 们 用 加 撒 “' ”的 方式 来 表示 自 守 形式 空间 中 由 那些 是 T, KR 


有 整 特征 值 的 特征 函数 生成 的 子 空间 ， 由 于 在 D 处 的 提升 算 子 与 
T, 可 交换 ， 所 以 由 上 面 公式 可 得 


dim C’(fo(M),2) = dim C; (To(M), 2) + 2dim C'(I9(N), 2) 
= dim A'(To(1, N)) + 2dim C'(I9(N),2). 
背 助 上 面 的 讨论 可 得 
dim C'(To(N),2) < dim C(Io(N),2) « NJI (1+ +7). 
q|N 


于 是 


2dim C'(I9(N )«M I (1+ D qi 


q|M 


现在 命 M = Mi = 1,Ni, RPH i 00 Bt, 1; oco. 由 定理 16 知 
dim A' (Tolli, N;)) = of an I (1 十 > ) 
qi Mi g 


从 上 面 的 分 析 可 看 出 ， 对 2dimC' (mo(Ni),2) 也 有 同样 的 的 估计 . 
TER, Hiro 时 有 
dim C'(Is(M. 933) = o( m, I! (1+ jJ). 
4|Mi 
Heh M 的 素 因 子 数目 有 界 ， 则 


mC) 


q| Mi; q 
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"OD 
qi Mi 

是 O(In ln Mi) (参见 参考 文献 [13] 第 90 页 ). 这 就 证 明了 定理 15 的 
第 二 个 结论 . 由 此 定理 15 完全 得 证 . 

作为 我 们 证 明 的 一 个 副产品 ， 结 合 命题 7 和 定理 14 可 得 : 

定理 17 设 (Lh) 是 一 个 由 不 等 于 p 的 素数 组 成 的 序列 ， 且 当 
i— oo H, Loco. ik {N} 是 一 个 正 整数 序列 ， 且 Ni 5 pli €. 
素 ， 则 当 i 一 oc 时， Hecke X T T, 在 lN) 上 权 为 2 的 大 点 
形式 空间 中 的 特征 值 (通过 除 以 2 万 来 正规 化 ) 关于 下 面 这 个 测度 
HATRIA. pp HERR [2,2], 在 支 集 上 的 定义 为 


是 有 界 的 ; 否则 ， 


1 
»t- y 
H= P afa Žar, 
( 1 a) (1+ 5 +4) T 4 
+ 
p yp p yp 


HP dr 是 实 直线 上 的 Lebesque MK. 特别 地 ， 当 素数 1 oo 时 ， 
Hecke AF T, 在 权 为 2, 水 平 为 1 的 类 点 形式 空间 上 的 正规 化 特 
征 值 关于 凡是 一 致 分 布 的 . 
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